Ro6zne kule, ré6zne geometrie

Bernhard Riemann, Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zugrunde liegen;
po polsku mozna te prace O hipotezach
lezacych u podstaw geometrii znalezé

w ,Matematyce-Spoleczenstwie-Nauczaniu”

nr 4 (na przyklad na stronie Szkét
Matematyki Pogladowej).
B
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8 sierpnia 1900 roku, na posiedzeniu
polaczonych sekcji Historii i Bibliografii
oraz Dydaktyki i Metodologii
Miedzynarodowego Kongresu
Matematykéw w Paryzu, Dawid Hilbert
wystapil z wyktadem ,,Problemy
Matematyki”. W wykladzie tym
przedstawil swoja wizje spraw, wokél
ktérych, jego zdaniem, grupowaé sie¢ beda
badania matematykéow w XX wieku.
Stenogram z tego posiedzenia wymienia
23 problemy i stwierdza, ze byto ich
wiecej, ale w kilku przypadkach wéréd
obecnych na sali znalezli si¢ znajacy
rozwigzania.

Intuicja Hilberta okazala si¢
zdumiewajgco trafna — rzeczywiscie
matematyka XX wieku poszta po
wskazanych przez niego szlakach. Moze
jedynie topologia i teoria ukladéw
dynamicznych nie wyrastaly w czysty
sposéb ze wskazanych przez Hilberta
korzeni.

Marek KORDOS*, Warszawa

Geometria, za pomoca ktérej stworzona zostala cala nasza cywilizacja, dopiero
w polowie XIX wieku zostala okreslona epitetem ,euklidesowa”. Stalo sie tak,
bowiem spostrzezono, ze istnieje bardzo podobna, postugujaca si¢ wlasciwie tym
samym jezykiem teoria, majaca caly szereg twierdzen innych niz w klasycznej
geometrii (np. istnieja tréjkaty, w ktérych wysokosci nie przecinaja sie). Dzi$ te
geometrie nazywamy nazwiskami Bolyaia i L.obaczewskiego.

W tym samym momencie u$wiadomiono sobie, ze przeciez juz od Starozytnosci
uprawiano teorie opisujaca sfere niebieska, i nie byto wida¢ powodu, by ja miana
,geometria” pozbawia¢. Podobnie teoria opisana przez Gaussa w Disquisitiones
generales circa superficies curvas, znana dzi$ jako geometria wewnetrzna, na
nazwe gatunkowa ,geometria” zastugiwala (pewnosci nie bylo: np. jej proste
nazywamy do dzi$§ geodezyjuymi).

Nic przeto dziwnego, ze Gauss zobligowal Bernharda Riemanna do
odpowiedzenia na pytanie, co to takiego, co zawieraja w sobie, czym wyr6zniaja
sie wszelkie mozliwe geometrie. I wyklad habilitacyjny Riemanna (1854) na to
pytanie bardzo precyzyjnie i jednoznacznie odpowiedzial. Geometria to teoria
powstata przez podanie metryki na dowolnej rozmaitosci.

Oczywiscie w XX wieku termin ,,geometria” wydatnie rozszerzono, jednak
wigkszos$¢é matematykéow (i my w tym artykule) przy riemannowskim rozumieniu
terminu ,,geometria” pozostata.

W szczegblnoéci Hermann Minkowski zaprojektowal cala rodzine geometrii

w przestrzeniach R¥. Niech @ bedzie brzegiem $rodkowo symetrycznego ciata
wypuklego w R¥. Aby zmierzyé odcinek AB, przesuwamy go tak, by A pokrylo
si¢ ze Srodkiem O. Pélprosta z O przez nowe polozenie B — punkt B’ —

przecina @ w punkcie Ag. Zwiazana z @ metryka to
0B'|
ps(AB) = ——.
W) =104,
Jak latwo zauwazy¢, jest to stosunek podziatlu odcinka OB’ (wewnetrzny, jak na
rysunku, lub zewnetrzny) przez @, a ze podzial odcinka jest niezmiennikiem

afinicznym, jest to dobrze okreslona liczba.

Zanim zrobimy przeglad réznych pozyskanych w ten sposéb geometrii, spojrzmy,
do jakich przemyslen sktonil Hilberta ten pomyst. Jest to zawarte w jego IV
problemie.

IV Problem Hilberta

Jesli z calego ukladu aksjomatow, koniecznych do zbudowania zwyktej geometrii
euklidesowej, odrzucimy aksjomat o rownoleglych i przyjmiemy, Ze wszystkie
pozostale aksjomaty sq spelnione, a ten aksjomat nie jest spelniony, to, jak
wiadomo, otrzymamy geometrie Lobaczewskiego (czyli hiperboliczng). Dlatego
mozemy powiedzied, ze geometria ta jest, w pewnym sensie, najblizsza geometrii
Euklidesa. Jezeli nastepnie zaZgdamy, by nie byl spelniony aksjomat mowigcy, Ze
sposrad trzech punktow na jednej prostej dokladnie jeden lezy miedzy pozostatymi
dwoma, to przejdziemy do geometrii Riemanna (czyli eliptycznej), ktérg, w tym
sensie, mozna uznac za najblizszq geometrii Lobaczewskiego.

— wedlug stenogramu

Jezeli zechcemy przeprowadzié w analogiczny sposob rozwazania dotyczgce
aksjomatu Archimedesa, to, przyjowszy, zZe aksjomat ten nie jest spelniony,
przejdziemy do geometrii niearchimedesowych, badanych przez Veronese’a

1 przeze mmnie.

Powstaje przy tym bardziej ogdlny problem, polegajgcy na pytaniu, czy mozna,
wychodzgce z innych plodnych punktow widzenia, zbudowaé geometrie, ktore
rownie zasadnie moglyby byé uwazane za najblizsze zwyklej euklidesowej
geometrii.
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To, 0 czym w tym miejscu moéwi Hilbert,
nazywa si¢ dzi§ geometriami Hilberta. Sg
to otwarte zbiory wypukle z R*,

w ktérych metryke okresla si¢ tak, jak

w geometrii Bolyaia-F.obaczewskiego:

|AQ| - |BP|
|AP|-|BQ|

Dla réznych zbioréw otwartych otrzymuje
si¢ rézne geometrie. Zaleznosci migdzy
ksztaltem tych zbioréw a wlasnos$ciami
otrzymanych geometrii bada si¢
analogicznie do opisanych dalej rozwazan
o geometriach Minkowskiego.

p(AB) = |lr1

Gdy zbidr, na ktérym okreslona jest
geometria Hilberta, jest elipsa, geometria

ta jest geometrig Bolyaia—Lobaczewskiego.

Chcialbym przy tym zwroci¢ uwwage Paristwa na jedno zdanie, przyjmowane nawet
przez niektorych autorow za okreslenie linit prostej, zgodnie z ktorym linia prosta
jest nagkrotszym polgczeniem dwdch punktow. Sens tego zdania sprowadza sie

w istocie do twierdzenia Euklidesa o tym, zZe suma dwoch bokéw tréjkqta jest
zawsze wieksza od trzeciego boku; jak latwo zauwazyc, twierdzenie to jest oparte
tylko na pojeciach elementarnych, czyli takich, ktore mozna uzyskaé bezposrednio
z aksjomatow i dlatego poddajq sie calkowicie badaniom logiki.

Euklides dowiddt tego twierdzenia o trojkgcie za pomocq twierdzenia o kqcie
zewnetrznym, wykorzystujec wlasnosci przystawania. Latwo jednak przekonac sie,
ze dla dowodu tego euklidesowego twierdzenia nie wystarczajg wiasnosci
przystawania mowigce o odkladaniu odcinkow v kqgtow, lecz niezbedne jest jeszcze
twierdzenie mowigce o rownosci trojkgtow.

W ten sposob powstaje pytanie o takg geometrie, w ktorej spelnione sq wszystkie
aksjomaty zwyktej geometrii euklidesowej i, w szczegolno$ci, wszystkie aksjomaty
przystawania, z wyjgtkiem jednego — aksjomatu przystawania tréjkatéw (albo
zalozenia o réwnosci kgtow przy podstawie trdjkgta réwnoramiennego), ale

w ktorej przyjmuge sie dodatkowo aksjomat, Ze w kazdym trojkqcie suma dwdch
bokow jest wieksza od trzeciego.

Okazuje sie, Ze taka geometria rzeczywiscie istnieje i jest to mic innego, jak
geometria, ktorg stworzyl Minkowski w swojej ksigzce ,Geometria liczb”, i ktorej
uzyl za podstawe swoich badan arytmetycznych. W ten sposob geometria
Minkowskiego jest rowniez jedng z najblizszych zwyklej geometrii euklidesowey.

Podstawowe zalozenia tej geometrii sq nastepujgce. Po pierwsze, zbior punktow
rowno oddalonych od danego punktu O przedstawia wypuklq i domknietg
powierzchnie ze srodkiem symetrii w punkcie O w zwyklej przestrzeni
euklidesowej. Po drugie, dwa odcinki uwazamy za réowne takze i w tym przypadku,
gdy jeden z nich moze bycé natozZony na drugi za pomocg przesuniecia przestrzeni
euklidesowej.

W geometrii Minkowskiego spelniony jest aksjomat o réwnolegtych. W jednej

z prac, poSwieconej zagadnieniu linii prostej jako nagkrotszemu polgczeniu dwdoch
punktow, udato mi sie zbudowaé geometrie, w ktorej nie jest spetniony aksjomat

o rownoleglosci, a wszystkie inne aksjomaty geometrii Minkowskiego sq spelnione.

Uwazam za bardzo pozgdane zbudowanie i systematyczne zbadanie wszystkich
mozliwych takich geometrii ze wzgledu na wielkie znaczenie, jakie ma zatoZenie
o prostej, jako najkrétszym polgczeniu dwdch punktdw i (w istocie réwnowazne
mu) twierdzenie Euklidesa o bokach trdjkgta nie tylko w teorii liczb, lecz takze
1w teorii powierzchni, © w rachunku wariacyjnym.

Wydage sie, ze wszechstronne zbadanie sytuacji, w ktorych to zatozZenie jest
spelnione, wniesie nowe Swiatlo zarowno w sprawe pojecia odleglosci, jak rowniez
w sprawe innych pojeé elementarnych, na przyklad pojecie plaszczyzny

1 mozliwosci jej okreslenia za pomocg pojecia prostej.

W przypadku plaszczyzny, jesli przyjaé rowniez aksjomat cigglosci, zarysowana
problematyka prowadzi do zadania postawionego przez Darbouz: znaleZé na
plaszczyinie wszystkie zadania wariacyjne, ktorych rozwigzaniami sq wszystkie
proste tej plaszczyzny.

Takie postawienie pytania wydaje mi sie sensowne i majgce bardzo wiele daleko
idgcych uogdlnien.

IV Problem Hilberta - jak to rozumiano

Powszechnie sprowadzono to do pytania: jak wygladaja wszystkie przyzwoite
(czyli dostatecznie podobne do klasycznej) geometrie?

I przewaznie odpowiadano: sa to wszystkie mozliwe metryzacje przestrzeni
rzutowej lub jej wypuklych podzbioréow
(juz Cayley méwil: geometria rzutowa to cala geometria).

41



Moze analogia. Oczywiscie, dowolny zbiér
mozna zmetryzowacé (dajac mu choéby
metryke dyskretna). Jednak, gdy méwimy
o metryzacji przestrzeni topologicznej,
pytamy o istnienie takiej metryki, ze
zdefiniowana za jej pomocg topologia jest
réwnowazna wyjsciowej.

Wprowadzone tu pojecie okregu wielkiego
jest zgodne z tym pojeciem w klasycznej
geometrii sfery — kazdy bez trudu
sprawdzi, ze wsréd okregéw lezacych na
sferze jedynie okregi wielkie spelniaja
podang obok definicje.

Uwzglednie okregéw wielkich przy
rozwazaniach dotyczacych geometrii
rzutowej jest niezbedne, jako ze proste
rzutowe sg topologicznie okregami.

Georg Hamel, Uber die Geometrien in
denen Geraden die Kiirzesten sind,
Math.Ann. 57(1903), 231-264.

|OB’|

0Ag]”

gdzie @ ogranicza zbiér wypukly o srodku
symetrii O, ABB’O jest
réwnolegtobokiem, a punkt Ag jest
przecieciem & z pétprosta OB’

pg(AB) =

Metryczna prosta AB w metryce
miejskiej.

Geometria rzutowa to nie tylko zbiér, ale tez wyrdzniona w nim rodzina prostych
— metryzacja ma te klase zachowywaé: zdefiniowanie za pomocg wprowadzonej
metryki prostych ma okresla¢ te sama, dana wstepnie klase prostych.

Precyzujac:
e Metryzacja przestrzeni rzutowej to taka metryka, ze proste rzutowe (dane nam
wraz z przestrzenia) okaza sie prostymi lub okregami wielkimi w sensie metryki.
e Prosta w metryce p to taki zbiér punktéw, ze dla dowolnych trzech z nich
A, B, C zachodzi
p(AB) + p(BC) = p(AC) vV
Vp(BC) + p(CA) = p(BA) V
V p(CA) + p(AB) = p(CB).
e Okrag wielki w metryce p to okrag, na ktérym istnieja takie trzy punkty
A, B, C, ze dla kazdego z punktéow X tego okregu zachodzi

p(AX) + p(XB) = p(AB) v
Vp(BX) + p(XC) = p(BC) Vv
V p(CX) + p(XA) = p(CA).

Rozwiazanie tak postawionego problemu przyszlo ze strony Georga Hamela. Oto
jego wynik.

W jednej przestrzeni nie moga by¢ zrealizowane obie mozliwosci:

gdy sg same okregi wielkie, jedyng metryka jest metryka eliptyczna

i zmetryzowana jest cala przestrzen;

w przeciwnym przypadku metryzacji podlega tylko przestrzen afiniczna badz jej
wypukte ograniczone podzbiory otwarte.

W przypadku calej przestrzeni afinicznej odpowiednie metryki to metryki
Minkowskiego — pewne ograniczenia metryk przytoczonych na wstepie (o czym
dalej).

W przypadku wypuklego ograniczonego podbioru przestrzeni afinicznej sa to
metryki Hilberta (patrz margines na poprzedniej stronie).

Metryzacja ptaszczyzny afinicznej

Przytoczona rodzina metryk Minkowskiego (przypomnienie na marginesie) jest
tozsama z metrykami danymi przez cialo cechujgce omawianymi w artykule
Zbigniewa Sawonia (str. 37) — techniczna réznica polega na tym, ze tu jest mowa
o krzywej, a tam o ograniczanym przez nia obszarze. Bede tez uzywal tego
terminu.

Przyklady:
Gdy @ jest kwadratem (1, 0)(0, 1)(—1, 0)(0, —1), otrzymujemy metryke miejska
(w poprzednim artykule dang przez norme || -||1 — oczywiscie, nie jest to metryka

Minkowskiego. Jak latwo zauwazy¢, dane przez nia metryczne proste nie sa
prostymi afinicznymi.

Gdy & jest elipsa, otrzymujemy metryke euklidesowa (poprawna nazwa, bo
otrzymana geometria to geometria euklidesowa).

Ten drugi przyktad zwraca uwage na fakt, ze te sama geometri¢ moga wyznaczac
rozne metryki. Kazdy bowiem chetnie sie zgodzi, ze gdy @ jest okregiem
jednostkowym, to wyznaczona przez niego geometria jest euklidesowa, przy
zastapieniu tego okregu innym moze si¢ przez chwile zawahaé, a gdy bedzie to
elipsa, moze sie nawet zastanowi¢. Poniewaz jednak definicja metryki jest
niezmiennicza afinicznie, stwierdzamy, ze geometrie (a wiec zbiory twierdzen)
przy afinicznej zmianie @ pozostaja te same.

Np. geometrie dane przez metryke miejska i maksimum (te od || - ||0) sa
identyczne.
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Aby $ledzié¢ dalsze rozumowania warto
zauwazy¢ — oczywisty wobec twierdzenia
Talesa — fakt, ze

ps(OP) = ps(0OQ) < PQ || PsQa

Przesunigcia i jednoktadnosci tworza
grupe zwang dylatacjami. Sg to wszystkie
przeksztalcenia afiniczne zachowujace
kierunki, czyli przeprowadzajace kazda
prosta na prosta do niej rownolegla.

Inaczej méwiac, rézne afinicznie ciata cechujace indukujg rézne geometrie. Ale
najpierw podstawowe wtasnosci wprowadzonych przez Minkowskiego metryk.

Na poczatek dowdd, ze pg jest metryka przesuwalng i pytanie, kiedy jest
metryka Minkowskiego (a wiec indukuje afiniczne proste).

Wszystko, poza nieréwnoscia tréjkata, to oczywista oczywistosé:

ps(AB) =0« p(OB’') =0« p(AB) =0« A= B,
B

pe(AB) = ps(BA) po(AB) = pa((A+v)(B +v)) (przesuwalnosc)
Rownie tatwo jest zauwazy¢, ze
p(AX) + p(XB) = p(AB) — p(OX") + p(X'B') = p(OB') —

pOX") + p(X'B') = p(OB")
- P(OAy)
czyli, ze jeSli X jest punktem prostej afinicznej AB, to jest punktem prostej
metrycznej AB.

— pa(AX) + pe(XB) = ps(AB),

Aby wykazaé, ze pg jest metryka nalezy wykazaé jeszcze, ze
p(AX) + p(XB) > p(AB) — ps(AX) + pa(XB) > pa(AB).

Natomiast, by wykazaé, ze jest metryka Minkowskiego, nalezy wykaza¢ wiecej:
p(AX) + p(XB) > p(AB) — pa(AX) + pa(XB) > pa(AB),

czyli, ze jedli punkt X nie jest punktem prostej afinicznej, to nie jest punktem

prostej metryczne;j.

Ten dowdd jest juz nieco bardziej skomplikowany (jaka$ trudnos$é byé musi).

Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze pg (X B) < pg(AB).

Rozwazmy (rysunek) takie punkty A’, Ag, P, Py, Q, R, S, X', X", X4, ze

AA'OB, AAX'X, XX'OB i A’X'OP sg réwnoleglobokami,

X"'"0 | X'O1X"A"|| XpAg oraz QX' || X'A'1 X"Q || X4 Ps,

a takze QX'OR 1 X"QRS sa réwnoleglobokami.

Mamy 4 OX"Q = OX¢Ps <JO0XgAp =3 OX"A’. (1)
Zatem pg(AB) — pa(XB) = pa(0X") — pa(OX') = pe(X'X") =
= pa(05) = ps(OR) = ps(X'Q) < po(X'A") = ps (AX). (2)

Co dowodzi, ze pg jest metryka.
Zauwazmy, ze jesli w (1) bedzie <, to i w (2) bedzie <.

Jesli za$ w (1) jest réwnosé, oznacza to, ze Ag lezy na odcinku Py X g, czyli
@ zawiera w swym brzegu odcinek.

Podsumowujac: ciato cechujace faktycznie daje metryke, w ktorej okregami
(sferami (n — 1)-wymiarowymi) sa wszystkie obrazy @ w przesunieciach
i jednokladnosciach, a samo @ jest okregiem (sfera) jednostkowym.

Gdy cialo cechujace jest mocno wypukle (czyli @ nie zawiera odcinkéw),
otrzymana metryka jest metryka Minkowskiego.

Zobaczmy, jaka geometrie wyznacza ta metryka.
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Fizycy wylansowali nazwe geometria
Minkowskiego dla czasoprzestrzeni. Przy
licznych wystapieniach Minkowskiego na
temat zjawisk elektromagnetycznych
towarzyszacych poruszajacych si¢ cialom
jego jedyna opublikowana praca na temat
opisujacych to réwnan ukazata si¢ w 1907
roku. Wyabstrahowanie z tego czystej
geometrii zawart Minkowski w pracy
Raum und Zeit, ktéra ukazala sie
drukiem tuz po jego przedwczesnej
$mierci w 1909 roku (mial 44 lata).
Geometria Minkowskiego, o ktérej tu
mowa, o ktérej méwil chwalebnie Hilbert
(patrz wyzej) powstala w wyniku badan
nad geometryczng teorig liczb.

Nie istnieje zaden sensowny zwigzek
miedzy tymi dwoma rozumieniami
terminu ,geometria Minkowskiego”.

Johann Radon, Uber eine besondere Art
ebener konvexer Kurven,

Ber.Vehr.Sachs.Akad., 68 (1916), 123-128.

Geometrie Minkowskiego

Geometrie Minkowskiego to przestrzenie afiniczne z metrykami danymi przez
ciata cechujace bedace zbiorami mocno wypuktymi.

Dalej bedzie mowa o przypadku plaszczyzny, ale przeniesienie tego na dowolny
skoniczony wymiar nie powinno sprawi¢ klopotu.

Aby zdefiniowaé prostopadltos¢,

dogodnie jest postuzyé¢ sie rzutem P
prostokatnym punktu na prosta,
zdefiniowanym w nasuwajacy sie
sposéb: rzutem Pi punktu P na
prosta k jest najblizszy mu punkt tej
proste;j. k

Technicznie: gdy réwnolegla do k

styczna k' do @ ma z @ punkt

wspélny S, to PPy, || OS.

Daje to definicje prostopadlosci: k L 1 < VP,Q €1 (P, = Qk)-

Oczywidcie, k L1y ANk L1y — Iy || l2, ale juz nie zawsze ky L IAky L1 — Ky || ka.

R
k

Caly ,,peczek” prostopadlych do
prostej [ powstaje, gdy @ ma ostrze,
gdy nie jest w nim okreslona styczna
do @, co powoduje (przesuwalnosé), ze
ani podnoszenie prostopadtej, ani
opuszczanie nie jest jednoznaczne.

Zatem, aby prostopadta byla okreslona jednoznacznie, ¢ musi by¢ gtadka.
k

Jednak nawet dla gtadkiej @ /

prostopadlo$é nie musi byé

symetryczna.

Na rysunku obok prosta k jest
prostopadla do prostej [, ale prosta [
nie jest prostopadla do prostej k.

(]

Okazuje sie (co wladciwie widaé¢ z podanego kontrprzyktadu), ze aby
prostopadlo$é byla symetryczna, potrzeba i wystarcza, by @ miala wlasnosé
rownolegtoboku, co oznacza, ze jesli opiszemy na @ rownolegtobok, ktorego dwa
przeciwlegle boki sq styczne do ® w swoich Srodkach, to jest tak i dla drugiej pary
bokow.

Przez pierwszych kilkanascie lat XX wieku probowano bezskutecznie dowiesé, ze
kazda gladka &, majaca wlasnosé réwnolegloboku, jest elipsa, czyli definiuje
geometrie euklidesows.

Jednak w 1916 roku Radon przedstawil (dosé¢ ,,paskudny”) kontrprzyklad

i pytanie, czego jeszcze nalezy zazadaé od @ (oczywiscie, chodzito o warunek
minimalny, jak najprostszy), by geometria Minkowskiego musiala by¢
euklidesowa, stalo sie aktualne.

Co wiec, poza mocna wypukloécia ciata, gtadkoscig brzegu i wlasnoscig
rownolegloboku, jest potrzebne, aby geometria byla euklidesowa, czyli by @ byla
elipsa (elipsoida)?

Dopelnia te warunki wtasnosé symetrii: dla kazdej Srednicy | krzywej ® istnieje
taka srednica k, zZe wszystkie sieczne rownolegle do k majg Srodek na l.
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Prosze to poréwnac z charakteryzacja
elipsy w artykule Zbigniewa Sawonia.

Fritz John jest Szwedem, wigc czyta sig
jego nazwisko jon. Ale znam wielu
matematykéw méwigcych o twierdzeniu
dzona.

Herbert Busemann, Paul J. Kelly,
Projective geometry and projective
metrics, Academic Press, NY 1953.

Fritz John, Extremum Problems with
Inequalities as Subsidiary Conditions in
Studies and Essays presented to
R.Courant. .., NY 1948.
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Nazwa warunku bierze sie stad, ze implikuje on istnienie symetrii osiowej
wzgledem kazdej prostej (w kazdej geometrii Minkowskiego mozemy, oczywiscie,
formalnie zdefiniowaé¢ symetrie osiowa: obrazem symetrycznym punktu P
wzgledem prostej k jest taki punkt @, ze prosta P(Q jest prostopadia do k

i érodek odcinka PQ lezy na k, ale nie dla kazdej takiej geometrii to
przeksztalcenie bedzie automorfizmem).

Tak wiec pelna charakteryzacja geometrii euklidesowej jako geometrii
Minkowskiego jest nastepujaca: @ ogranicza obszar mocno wypukly, jest gltadka,
ma wlasnosé rownolegloboku i symetrii. Jest to przy okazji jeszcze jedna
definicja elipsy.

Twierdzenie Johna

Skoro umiemy wyré6znic¢ spoéréd geometrii danych w przestrzeni afinicznej przez
cialo cechujace geometrie euklidesowa, powstaje tez pytanie, jak dalece réznia sie¢
one od tej ich najdoskonalszej wers;ji.

Odpowiedz jest przykra: réznia si¢ niewiele.
Pierwszy krok, by to stwierdzié¢, uczynit Karel Lowner, dowodzac, ze

Dla dowolnego ograniczonego srodkowo symetrycznego ciala wypuklego istnieje
dokladnie jedna zawarta w nim elipsa (elipsoida) o maksymalnym polu (mierze),
co wiece], jest z nim wspotsrodkowa.

To, co zaskakuje w tym twierdzeniu, to — oczywiscie — ,dokladnie jedna” (prosty
dowdd tego twierdzenia, jak zreszta wigkszosci rzeczy zawartych w tym artykule,
mozna znalezé np. w starej monografii Busemanna i Kelly’ego).

Nawet, gdy to wiemy, moze nas zaskoczy¢ fakt, ze obraz jednokladny tej
minimalnej elipsy (wzgledem jej srodka, a wiec tez $rodka owego ciala
wypuklego) o skali réwnej pierwiastkowi z wymiaru przestrzeni, w ktérej sie
znajdujemy, zawiera to ciato.

To spostrzezenie udowodnil (dowdd jest nieco bardziej skomplikowany) Fritz
John, nadajac mu ksztalt zwigzany z metrykami Minkowskiego:

dla kazdej krzywej (powierzchni) @ istnieje taka elipsa (elipsoida) &, Ze
pe < po < /1 - pe, gdzie n jest wymiarem przestrzeni.

W istocie: nalezy dodaé tylko trywialne spostrzezenie (biorace sie bezposrednio
z definicji metryki danej porzez ciato cechujace), ze jesli cialo C, zawiera cialo
Ce, to metryka dana przez wigksze cialo daje mniejsze pomiary odlegtosci (po
prostu okrag nominowany jako jednostkowy jest wigkszy).

Mozna by z tego wyciagna¢ moral zamykajacy: wszelkie geometrie skonczenie
wymiarowe dane przez ciala cechujace réznia si¢ nieistotnie, bo wszystko w nich
daje sie¢ oszacowac dos¢ dobrze tak z gory, jak z dotu przez geometrig
euklidesowa.

Ale warto jednak pamietaé, ze uzywajac réznych metryk, mozemy zobaczy¢
interesujace nas obiekty i zalezno$ci niejako z réznych stron, o czym traktuja
fundamentalne dla tego wydania Matematyki Poglgdowej artykuly Adama
Bobrowskiego i Jacka Banasiaka.
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