Ciata cechujace i elipsoidy

Artykutl ten powstal 36 lat temu i zostat
wydrukowany w miesieczniku Delta
(8/1985 (140), str. 1-3).

To bylo dawno, ale warto go przeczytaé

i dzi$ w numerze Matematyki Pogladowej
poswigconym Analizie Funkcjonalnej (tak,
z duzych liter o niej pisze Autor).

Problematyka cial cechujacych czy
metryk Minkowskiego ma tez swéj inny
kontekst, geometryczny, zwigzany z IV
Problemem Hilberta. Autor tego tekstu
od kilkunastu lat nie zyje, dlatego
pozwolitem sobie — przygotowujac ten
tekst do druku — niejako w komentarzu do
niego — sam przypomnieé ten kontekst
w zamieszczonym dalej tekscie RozZne
kule, rézne geometrie.

Marek Kordos

Rys. 1

Zbigniew SAWON

Jak wiadomo, w skoficzenie wymiarowej przestrzeni liniowej R¥ mozna metryke
wprowadzi¢ na wiele sposobéw. Z punktu widzenia Analizy Funkcjonalnej
najistotniejsze sa te metryki, ktore sa okreslone przez norme jednorodng i o nich
tez bedzie tu mowa.

Funkcja || - || nazywa sie norma jednorodna, jezeli

L. |jz|] 2 01 ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0,
2. [|Az|| = |A| - ||z|| dla kazdych = € R* i X € R,

3. |z +y|| < ||z|| + ||y|| dla kazdych z, y € R¥;
przyktady norm beda dalej.

Za pomoca normy mozna zdefiniowaé¢ metryke w nastepujacy sposob:
p(xv y) = ||:Zj - y” dla T,y € Rk'

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze funkcja ta ma wszystkie wlasnoéci metryki,
a poza tym jeszcze dwie dodatkowe:

(i) p(z + ¢, y+c) = p(z, y) dla kazdego z, y, ¢ € R¥ (tzn. jest przesuwalna),
(ii) p(Az, \y) = Ap(x, y) dla kazdego A > 01i z, y € R¥

(dla przypadku k = 2 i ,zwyczajnej” odleglosci na plaszczyznie jest to
twierdzenie Talesa).

Latwo zauwazy¢, ze gdy metryka p spelnia warunki (i) i (ii), to wyznacza
metryke jednorodna dana wzorem

|2l = p(=, 0).
Jezeli w przestrzeni R¥ okreslona jest norma jednorodna || - ||, to pare (R*, || - ||)
nazywamy k-wymiarowa przestrzenia liniowa unormowana.

Powstaje pytanie, jak konstruowaé w przestrzeni RF normy jednorodne?

Przyjrzyjmy si¢ troche dokladniej zbiorowi Wy = {z : ||z|| < 1} (domknigta kula
jednostkowa wzgledem normy || - ||).

Zbiér ten ma nastepujace wlasnodci:
1. Wy jest zbiorem wypuklym,
2. 0 € Wy oraz 0 jest $rodkiem symetrii Wy (tzn. x € Wy = —x € W),
3. dla kazdego x € R* istnieje takie t > 0, ze to € Wy
(Wo jest zbiorem pochlaniajacym),
4. jezeli xg € Wy i dla kazdego t > 0 jest txg € Wy, to g =0
(Wy nie zawiera pélprostych).

Jezeli W C RF spelnia warunki 1, 2, 3, 4, to W nazywa sie cialem cechujacym.
Np. kula jednostkowa o srodku w poczatku ukladu wspolrzednych
(ozn. K(0, 1)) jest cialem cechujacym.
Jezeli W C RF jest cialem cechujacym, to wzoér
pw(z) =inf{t >0: tz € W} dlaz e R*
wyznacza norme jednorodna w R¥.
Norma ta nazywa si¢ funkcjonalem Minkowskiego generowanym przez W.
Na rysunku 1 przedstawione sa trzy standardowe ciata cechujace w R¥. Woweczas,
jak tatwo sprawdzi¢ dla o = (71, 22) € R? mamy

pw, = (a3 +23)% = [[z])2,
pw, = max(|z1], [2]) = [[7]],
pwy = |z1] + |z2| = [[2]]1.

Symbole wyrédznione kolorem to standardowe oznaczenia tych norm uzywane
w Analizie Funkcjonalnej. Metryka wyznaczona przez ||x||2 to zwyczajna
metryka euklidesowa.

Zauwazmy wreszcie, ze norma ||z||2 jest generowana zaréwno przez koto
z brzegiem, jak i bez brzegu.
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Oznaczmy A = {z: pw(z) <1} i B = {x: pw < 1}. Latwo zauwazy¢, ze
1.AcCcW C B,
2. jezeli V jest takim cialem cechujacym, ze A C V C B, to pw(z) = py(x)

dla kazdego = € R¥,
3. jezeli || - || jest norma jednorodna i W = K(0, 1), to ||z|| = pw ()

dla kazdego x € R¥.
W ten sposéb uzyskaliSmy pelny opis konstrukeji norm jednorodnych
w przestrzeni R¥.

W Analizie Funkcjonalnej wyrdznia si¢ normy pochodzace od iloczynu skalarnego.

Funkcje F : RF x RF — R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli

1. F(x, ) > 0 oraz F(x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = (0, ..., 0),

2. F(x, y) = F(y, x) dla z, y € RF,

3. F((awy + ), y) = aF(x1, y) + BF (22, y) dla 21, 22, y € R¥, a, B € R.

Jezeli F jest iloczynem skalarnym, to ktadac ||z]|r = (F(z, ))? dla z € RF,
otrzymujemy, jak tatwo sprawdzi¢, norme jednorodna. Normy takie nazywamy
normami hilbertowskimi w R¥.

Jesli Fy(x, y) = 2131 + x2y2 dla © = (21, 22), 1 y = (y1, y2), to Fy jest iloczynem
skalarnym i ||z||r, = ||z||2 , wiec norma ||z||2 jest norma hilbertowska.

Mozna zadaé pytanie, czy norma || - || jest norma hilbertowska.

Wykonujac niezbyt trudne rachunki, mozna sprawdzié, ze w przestrzeni R? kazdy
iloczyn skalarny ma postac
ac

F(z,y) = ax1y1 + brays + c(x1y2 + 22y1), gdzie a > 0 i ch

‘:ab—c2>0.

Wowezas ||z||p = (a2 + ba2 + 2cxi20)2.

Cialem cechujacym generujacym te norme jest zbiér

W = {(x1, x2) : ax? + bx3 + 2cr122 < 1}, a wiec obszar ograniczony elipsa
(rys. 2).

Jest tez ,,odwrotnie”: jesli W jest cialem cechujacym w R? ograniczonym elipsa,
to norma generowana przez W jest norma hilbertowska.

Podobnie w przestrzeni R3 norma jest hilbertowska wtedy i tylko wtedy, gdy
cialo cechujace jest ograniczone elipsoida.

Mozna postawié teraz nastepujacy problem:
Jak w R* wyréznié wsréd norm jednorodnych normy hilbertowskie lub wsréd
wszystkich cial cechujacych ciala ograniczone elipsoidami?

Zacznijmy od pierwszej czeSci powyzszego pytania.

1. Przypuséémy, ze norma || - || jest norma hilbertowska w R¥ wyznaczong przez
iloczyn skalarny F. Wéwczas

|z +ty|]? = [|2]]* + 2tF(z, y) + £[lyl*, =, y eR* teR.
Wstawiajac w tym wzorze t = 1 oraz t = —1 i dodajac stronami, otrzymujemy
@) [z +ylI? + [z = ylI> = 2(|l2]1* + ||y||*) dla z,y € R¥

(jest to tzw. réwnosé von Neumanna).

Wstawiajac z kolei ||z|| = ||y|| = 1, otrzymujemy
(i) ||z + ty|| = ||tz + y]|, dla t € R.

Okazuje sie, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) norma jednorodna || - || jest norma hilbertowska w R¥,

(b) dla kazdych z, y € R* mamy ||z + y||* + [|o — y||* = 2(]|=|* + [ly]]*),

(c) dla kazdych =, y € RF, ¢t € R, jedli ||z]| = ||y|| = 1, to ||z + ty|| = ||tz + y]|.

2. Zauwazmy, ze w przestrzeni (R?, || - ||2) dla dowolnych a, b € R?, t € R,
jesli [lal| = [1b]] = 1, to [[ta — b]| > [|a — b]| (rys. 3).
Inaczej jest, gdy mamy do czynienia z norma || - ||oo. Wéwczas w sytuacji

z rysunku 4 wszystkie punkty lezace w odcinku [a, 2a] sa odlegle w sensie normy
[|  [loo 0d punktu b o 1.
Tak wiec ||[ta — b||oo = ||a — b||coc = 1 dla kazdego t € [1, 2].
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Autor poleca Czytelnikowi podjecie trudu
ustalenia ogélnej postaci zbioru

A(a, b, o) w przypadku norm || - ||
IR

Rys. 5

Rys. 6

Okazuje sie, ze do warunkéw (a), (b), (c) mozna dolaczy¢ jeszcze jeden
réwnowazny warunek:

(d) dla kazdych a, b € R* oraz t > 1, jedli ||a]| = ||b]|, to |[ta — b]| = ||a — b]|.

3. W przestrzeni (R*, || - ||) rozpatrzmy zbiér
Ala, b, a):{xeRk: Hza},gdziea,beRk,a#b,a>0.
z—

W przypadku (R?, || - ||2) jesli @ = 1, to A(a, b, @) jest symetralng odcinka ab,
za$ gdy a # 1 — jest okregiem. Okazuje sie, ze mamy kolejny warunek
réwnowazny warunkowi (a):
(e) dla kazdych a, b € R¥, a # bia > 0, a # 1, istnieja takie zo € R* oraz r > 0,
ze Aa, b, a) ={z: ||z — xol| =1}
Teraz podamy pare uwag zwiazanych z drugag czescia problemu.
1. Rozwazmy przypadek (R3, || - || ). Cialem cechujacym te norme jest szeécian
W = {(z1, 22, x3) : |11] <1, |2?| < 1, |23] < 1}.
Niech Py bedzie plaszczyzna przechodzaca przez punkt (0, 0, 0) i przecinajaca
szescian W tak, jak na rysunku 5. Punkty nalezace do powstalego szeéciokata
maja norme nie wigksza niz 1. Jezeli weZzmiemy dowolny rzut na ptaszczyzne P,
to po zrzutowaniu co najmniej jeden z obrazdéw wierzchotkéw szescianu bedzie
lezal na zewnatrz szesciokata, a wiec bedzie mial norme wigksza od 1.
Zupehie inaczej jest w przypadku (R3, || - [|2). Jedli wezmiemy rzut w kierunku
prostopadlym do Fp, to obraz kazdego punktu ciata cechujacego bedzie lezal
w kolorowej” czesci plaszczyzny Py, a wiec bedzie mial norme nie wigksza niz 1.
Okazuje sie, ze dla k > 3 nastepujace warunki sa réwnowazne:
(A) W jest cialem cechujacym w R* ograniczonym elipsoida,
(B) dla kazdej podprzestrzeni Py C R* istnieje taki rzut 7 na Py,
ze pw(m(x)) < 1 dla dowolnych x € W.

2. Dla ciala cechujacego W i € > 0 okreslamy

. T+
ww(e) = inf{1—pw (“52) - pw(@) =pw(y) = 1, pwlz—y) =<}.
Te liczbe € nazywamy modutem wypuktosci ciata cechujacego W.
W przypadku przestrzeni (R?, || - ||2) mamy (rys. 7)

2 € 1
ww(e)=1- 1-5 = dla € > 0, stad gii%ww(s) =

4
o 1-2
Gdy W jest cialem cechujacym ograniczonym elipsg, to mozna wykazacé, ze
istnieja takie stale dodatnie m i M, ze m < “’VZZ(E) < M dla kazdego € > 0.
Okazuje sie, ze do warunkéw (A) i (B) mozna dodaé kolejny, réwnowazny z nimi:

wvzz(s) < M dla kazdego € > 0.

g2 8

(C) istnieja takie stale m > 01 M > 0, ze m <

3. Rozwazmy cialo cechujace W w R? ograniczone elipsoida. Przekroje
podprzestrzeniami dwuwymiarowymi P; i P» ciala W sa ograniczone przez elipsy
E; i E5 (rys. 8). Istnieje takie afiniczne odwzorowanie ® : Py — Py, zZe

®(E,) = ®(E3) — mozemy powiedzieé, ze kazde dwa przekroje ciata cechujacego
W sa afinicznie rownowazne. Inaczej jest w przypadku, gdy cialem cechujacym
jest szeScian, co demonstrujg rysunek 5 i 9.

Okazuje sie, ze réwnowazny (A) jest takze nastepujacy warunek:

(D) kazde dwa przekroje ciala cechujacego W podprzestrzeniami
dwuwymiarowymi sa afinicznie rownowazne.

Problem postawiony powyzej mozna uogoélni¢ w nastepujacy sposob:

Niech W bedzie ciatem cechujacym potozonym w przestrzeni R*. Przypuéémy, ze
kazde dwa przekroje W przestrzeniami m-wymiarowymi (1 < m < k) sa
réwnowazne afinicznie. Czy W jest wtedy cialem cechujacym ograniczonym
elipsoida?

Pelnej odpowiedzi na to pytanie nie znamy. Nierozstrzygniety przypadek
dotyczy sytuacji, w ktorej k jest parzyste,am =k —1 (np. k =4 im = 3).

W pozostatych przypadkach odpowiedz jest pozytywna.
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