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1. O modelowaniu matematycznym

Modelowaniem matematycznym nazywamy proces budownia modeli
matematycznych, czyli pewnych struktur — najczesciej réwnan — ktore opisuja
w sposob jakosSciowy lub iloSciowy zjawiska w $wiecie zewnetrznym i staraja sie
przewidzie¢ ich wlasciwosci oraz zachowanie w zakresie wykraczajacym poza
dostepne dane. Proces modelowania matematycznego i jego zwiazki

z matematyka sa schematycznie przedstawione na rysunku 1.

Przyjmujemy tutaj, ze — poniewaz pochodzimy z tego $wiata — nic, co tworzymy,
nie moze powstac calkowicie wewnatrz nas, bez inspiracji zjawisk zewnetrznych.
Kazdy, nawet najbardziej abstrakcyjny obiekt, ma swdj poczatek w jakims
elemencie $wiata zewnetrznego. Model moze by¢ struktura algebraiczna,
geometryczng lub réwnaniem. To, co z nim zrobimy, zalezy w duzej mierze od
nas. Jesli jesteSmy gléwnie zainteresowani wykorzystaniem go w praktyce, po
wstepnej analizie i interpretacji, na rysunku 1 kierujemy si¢ w dét i, poniewaz
prawie nigdy ciekawe rownania nie maja rozwigzan jawnych, stosujemy metody
numeryczne, aby uzyskaé¢ wyniki, ktére daja sie poréwnaé z danymi
doswiadczalnymi. Jesli sa one zgodne, to mamy satysfakcje, ze nasz model
przynajmniej nie jest sprzeczny z obiektem modelowanym i mozemy probowaé
poszerzac¢ zakres jego stosowania. Jesli wyniki symulacji numerycznych nie sa
wystarczajaco zgodne z danymi do$wiadczalnymi, musimy przystapi¢ do
poprawy modelu.
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Rys. 1. Matematyka i modelowanie matematyczne

Warto tutaj podkresli¢, ze modelowanie matematyczne nie jest matematyka. Nie
jesteSmy w stanie udowodnié, ze jaki§ model jest dobry. W istocie, w ksiazce
Empirical Model-Building and Response Surfaces jej autorzy Box i Draper
stwierdzaja, ze nalezy sobie u$wiadomié, iz wszystkie modele sg zte i jedyne, co
mozemy zrobié, to ocenié, ktére modele nie sa na tyle zle, zeby nie by¢
bezuzyteczne, zob. [10].

Pytanie, na ile modele reprezentuja z mniejsza lub wicksza doktadnoscig zjawiska
Swiata zewnetrznego, nalezy bardziej do epistemiologii, niz do matematyki

i odpowiedz na nie zalezy od tego, na ile ufamy, ze Swiat ma racjonalna
strukture i nasz umyst jest z ta racjonalnoscia zsynchronizowany. Niezaleznie od
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tego, niewatpliwie sa modele, ktére mozemy uznac za dobre, gdyz wykazaty
zdolno$é predykcyjna, to znaczy pozwolily wywnioskowaé istnienie zjawisk, ktore
byly nieznane w momencie budowania modelu. Mozemy wymieni¢ tutaj

e mechanike newtonowska, dzieki ktérej zostata odkryta planeta Neptun;

e Ogdlng Teorie Wzglednoéci, ktéra pozwolita wywnioskowaé istnienie fal
grawitacyjnych i ugiecie $wiatlta w polu grawitacyjnym;

e réwnania Diraca, na podstawie ktérych odkryto pozyton;

e Model Standardowy w fizyce czastek elementarnych, ktéry umozliwit,
miedzy innymi, odkrycie bozonu Higgsa.

Warto podkresli¢, ze ostatni model nie ma formy réwnania rézniczkowego, ale
jest zwiazany z reprezentacja grup symetrii.

Po tej krotkiej wycieczce do krainy modelowania matematycznego, skre¢my na
rysunku 1 w gore. Majac model, mozemy przestac si¢ zastanawia¢ nad jego
pochodzeniem i zwiazkami ze $wiatem zewnetrznym i zaczaé traktowac go jako
obiekt czysto matematyczny, budujac na jego bazie odpowiednia teorie droga
dedukcji. W tym momencie zaczyna sie matematyka — operacje logiczne na
dobrze zdefiniowanym obiekcie. Przykladowo, jesli dowodzimy jakich$ twierdzen
o rownaniu dyfuzji, to uzyskujemy wyniki tylko o réwnaniu dyfuzji, a nie

o procesie dyfuzji, ktérego modelem, ale nie doktadna reprezentacja, jest to
réwnanie.

Analizujac w taki sposéb modele, mozemy starac sie interpretowaé¢ wyniki

w jezyku zjawisk, ktorych te modele dotycza, aby sprawdzié, na ile nasze wyniki
moéwia co$ istotnego o tych zjawiskach. Nie jest to jednak niezbedne, gdyz
matematyka moze rozwijaé si¢ niezaleznie od impulséow zewnetrznych

i rozwiazywadé problemy, ktore powstaja wewnatrz niej samej, co jest zaznaczone
w lewym gérnym rogu rysunku 1. Nie oznacza to, ze wyniki uzyskane w takim
abstrakcyjnym kontekscie nie maja zadnego zwiazku ze $wiatem zewnetrznym.
Wystarczy wspomnieé tutaj zastosowania teorii liczb (uwazanej przez wieki za
dyscypling matematyczna najbardziej odlegla od zastosowan) w kryptografii,
algebry liniowej do internetowych wyszukiwarek, czy kwaternionéw do opisu
ruchu satelitéw, by uzasadni¢ wczesniejsze stwierdzenie, ze choéby$my starali si¢
ze wszystkich sil uciec od §wiata zewnetrznego, moze sie on niespodziewanie
wynurzy¢ za najblizszym zakretem.

Jak zauwazyliémy wcze$niej, ciekawe modele z reguly nie maja jawnych
rozwiazan, zatem aby uzyska¢ wyniki interesujace dla nauk stosowanych, musimy
uciec si¢ do metod numerycznych. W zwiazku z tym trzeba podkreslié, ze
niezaleznie od czysto poznawczej wartosci matematycznej analizy modeli, jej
brak pomiedzy sformulowaniem modelu a jego analiza komputerowa moze
powodowaé, ze uzyskane wyniki numeryczne beda niepoprawne i bezwartosciowe
w zastosowaniach. Przykladowo, jesli skonstruowane rownanie nie ma rozwiazan
lub ma ich wiele, standardowe metody numeryczne moga nie by¢ w ogoéle zbiezne,
lub zbiega¢ do jakiej$ kombinacji réznych rozwiazan. Podobnie, zbieznosé
algorytméw numerycznych w istotny sposéb zalezy od regularnosci rozwigzan.
Jesdli wymaganej regularnoéci brak, to rozwigzanie numeryczne moze ,nie
widzie¢” istotnych wladciwosci prawdziwego rozwiazania, na przykltad tak zwanej
katastrofy gradientowej, pojawiajacej sie¢ w rozwiazaniach rownan czastkowych
w poblizu punktéw, w ktorych brzeg obszaru nie jest rézniczkowalny. Wiasnie
katastrofa gradientowa, przejawiajaca sie w koncentracji naprezen w rogach
kwadratowych okien, byta jedna z gtéwnych przyczyn wypadkow pierwszego
odrzutowego samolotu pasazerskiego de Havilland Comet w latach
piecdziesiatych ubieglego stulecia. Inng witasciwoscia rownan rézniczkowych,
ktéra ma wplyw na wiarygodno$¢ wynikéw symulacji komputerowych, jest ich
wrazliwo$é na malte zmiany parametréw i warunkéw poczatkowych oraz
brzegowych. Wynika to z faktu, ze zarowno dane, jak i parametry réwnania, sg
efektem pomiaréw, ktére praktycznie zawsze obarczone sa bledem. Zeby zatem
wyniki numeryczne miaty jakiekolwiek znaczenie, rozwigzania rownan z bliskimi
sobie parametrami i danymi powinny malo si¢ od siebie réznié¢. Mit, ze jest to
typowa wlasciwos¢ réwnan rézniczkowych, zostal obalony wraz z odkryciem
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deterministycznych uktadow chaotycznych przez Lorentza.

Widzimy wiec, ze dogtebna matematyczna analiza réwnan konstruowanych

w procesie modelowania matematycznego ma zaréwno wartosé teoretyczna,
przyczyniajac sie do rozwoju matematyki, jak tez i praktyczna, uprawomocniajac
uzywanie okreslonych metod przyblizonych i numerycznych. Parafrazujac stowa
P. Laxa, zob. [10], mozna to ujaé tak: w procesie modelowania budujemy
roéwnania opisujace zjawiska naturalne w sposéb przyblizony, ale réwnania te
chcemy rozwigzaé w sposéb dokladny.

W nastepnym podrozdziale opiszemy pewne aspekty tej analizy.

2. Analiza rownan

Roéwnania rézniczkowe, réznicowe, czy tez catkowe, czesto wystepujace w jednym
modelu, od czterech stuleci sa uzywane do opisu Wszech$wiata, od ewolucji
galaktyk do oddzialywan pomiedzy czastkami elementarnymi. W ponizszej
dyskusji ograniczymy sie¢ do autonomicznych rownan ewolucji pierwszego rzedu
wzgledem pochodnej czasowej (do ktérych to mozna réwnania wyzszych rzedéw
sprowadzi¢). Warto sobie tutaj u$wiadomié, ze w procesie modelowania
otrzymujemy réwnania postaci

Ou(t, ) = [Ku(t, )|(z), u(0,z)=1u(z), =z€, (1)
uzupelnione, jesli trzeba, odpowiednimi warunkami na brzegu zbioru €2, gdzie I
jest jakim$ wyrazeniem rézniczkowym, catkowym, badz funkcyjnym,
zdefiniownym na funkcjach okre§lonych na pewnym zbiorze 2 (z naturalna
modyfikacja definicji, gdy € jest zbiorem dyskretnym). W naukach stosowanych
rownanie to jest rozumiane w sensie podstawowego rachunku rézniczkowego
i calkowego, to znaczy wszystkie operacje wyszczegélnione w réwnaniu mozna
wykonaé w sensie klasycznym i réwnanie powinno by¢ spetnione w kazdym
punkcie z € Q.
Jak wspomnieliémy wcze$niej, w wigkszosci ciekawych przypadkéw réwnania typu
(1) nie maja jawnych rozwiazan. W zwigzku z tym musimy stworzy¢ odpowiednia
scene matematyczna umozliwiajaca zbudowanie teorii, w ramach ktérej bedzie
mozna odnieé¢ sie do probleméw opisanych w poprzednim podrozdziale, czyli
skonstruowaé¢ narzedzia oceny jako$ciowych wlasciwosci rozwiazan réwnan pod
katem stosowalnosci réznych metod przyblizonych i numerycznych do ich
aproksymacji. Warto jeszcze raz podkresli¢, ze badamy tutaj nieznane obiekty
wylacznie na podstawie informacji poérednich pochodzacych od réwnan przez nie
spelnionych. Czesto wymaga to uzycia zaawansowanych metod matematycznych
bardzo dalekich od klasycznej teorii rownan rézniczkowych.
Jednym z probleméw pojawiajacych sie przy realizacji tego programu jest fakt,
ze takich scen matematycznych i teorii, nawet w ramach jednej sceny, moze by¢
wiele. Aby wyjasnié to stwierdzenie, zauwazmy, ze (1) nie jest tak naprawde
réwnaniem w sensie matematycznym. Zachodzi tu pewne podobienstwo
z kwestia, czy f(x) = 22 jest funkcja. Wiekszo$é fizykéw lub inzynieréw odpowie
na to pytanie twierdzaco. Jednak dla matematyka funkcja to specyficzna relacja
dwuargumentowa na iloczynie kartezjanskim dwoch zbioréow, zatem wzér
f(z) = 2% moze co najwyzej poshuzyé do definiowania funkcji, ktérych moze byé
nieskonczenie wiele, w zaleznosci od doboru dziedziny. Podobnie, aby réwnanie
(1) mogto byé traktowane jako pelnoprawny byt matematyczny, musimy okresli¢,
miedzy innymi, klasy funkcji, na ktérych jest ono rozwazane i co rozumiemy
przez jego rozwiazanie.
W niniejszym artykule skupimy sie na badaniu réwnan ewolucyjnych typu (1) za
pomoca narzedzi analizy funkcjonalnej. Méwiac dokladniej, traktujemy funkcje
pojawiajace sie w (1) jako stany pewnego ukladu nalezace do odpowiednio
zdefiniowanej przestrzeni stanéw, zas rozwiazania (1) opisujemy za pomoca
parametryzowanej czasem rodziny odwzorowan tej przestrzeni stanéw w siebie.
Wéwezas wartosci tych operatoréw na u reprezentuja kolejne stany procesu
opisywanego przez (1). Taka rodzina nazywana jest uktadem dynamicznym lub,
w przypadku liniowym, pélgrupa operatoréw.
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Zauwazmy, ze juz samo sformulowanie (1) narzuca pewne ograniczenia na
przestrzen stanéw. Operacja klasycznego rozniczkowania wymaga zbudowania
ilorazu réznicowego, wiec musimy mie¢ mozliwosé dodawania réznych stanéw

i mnozenia ich przez skalar (jakim jest odwrotnos$é przyrostu czasu). Oznacza to,
ze przestrzen stanéw powinna by¢ przestrzenig liniowa. Jedli dotozymy do tego
mozliwos¢ przyblizania stanéw i swobodnego przechodzenia do granicy,
niezbedna przy aproksymacji, musimy mieé¢ pojecia odlegtoéci i zupelnosci. Aby
uniknaé patologii, chcieliby$my, aby pojecie odlegtosci byto zgodne z operacjami
liniowymi. W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze naturalnymi przestrzeniami
stanéw dla rownan rézniczkowych sg przestrzenie Banacha i od tej pory
bedziemy zawsze zakladaé, ze z takimi przestrzeniami mamy do czynienia.

Warto jeszcze raz podkresli¢, ze model matematyczny nie jest tozsamy

z obiektem modelowanym. Jak zauwazyliSmy wcze$niej, aby model miat
jakiekolwiek szanse na bycie uzytecznym, musi spetniaé¢ pewne warunki. Méwimy
wowcezas, ze zagadnienie matematyczne zbudowane na bazie tego modelu jest
dobrze postawione. Klasyczna definicja dobrze postawionego zagadnienia
pochodzi od J. Hadamarda. Przedstawimy ja ponizej, uzupelniona dodatkowym
warunkiem wiazacym model z opisywanym zjawiskiem.

Czego oczekujemy od poprawnego modelu?

1. Istnienie rozwigzan. Jest to wymog, abysSmy w procesie modelowania nie uzyli
wzajemnie wykluczajacych sie¢ postulatow powodujacych, ze model staje si¢
wewnetrznie sprzeczny.

2. Jednoznaczno$é rozwigzan. To jest z kolei zadanie, aby$my w procesie
modelowania uzyli pelnej wiedzy o opisywanym zjawisku i zwigzkach
przyczynowo—skutkowych nim rzadzacych.

3. Ciggla zaleznosé od parametrow i danych wejsciowych. Tutaj wymagamy, aby
male zmiany mierzalnych parametréw modelu nie powodowaly duzych zmian
rozwigzan — w przeciwnym wypadku nie jesteSmy w stanie uzyskaé¢ wiarygodnych
wynikéw numerycznych i poréwnacé ich z danymi doswiadczalnymi.

4. Uczciwo$é. Wymagamy, aby z rozwiazan réwnan modelu mozna bylo
wyprowadzi¢ wladciwosci modelowanego zjawiska, ktére zostaly uzyte do jego
budowy.

Pierwsze trzy postulaty pochodza od J. Hadamarda. Aby przyblizy¢ postulat
czwarty, oméwimy dwa przyklady. Po pierwsze, zauwazmy, ze w wielu procesach
fizycznych i biologicznych wymagane jest, by stan uktadu wyrazal sie wielko$cia
nieujemna — moze to byé gestosé, energia, czy tez temperatura (bezwzgledna).
Stad, aby opisujace takie procesy uktady dynamiczne mialy sens fizyczny,
powinny mieé¢ rozwigzania nieujemne, o ile dane wejsciowe sa nieujemne. Uklady
dynamiczne majace te wlasnosé nazywane sa uktadami nieujemnymi. Jako drugi
wazny aspekt modelowania mozemy wymieni¢ wykorzystanie zasad zachowania,
na przyktad masy lub energii, ktére sa podstawowym budulcem modelu.
Réwnania opisujace zasady zachowania albo w sposéb jawny stanowia czesé
modelu, albo mozna je z réwnan modelu wyprowadzi¢ za pomocs, formalnych
przeksztalcen (przez przeksztalcenia formalne rozumiemy przeksztalcenia
réwnan, ktére sa uzasadnione, jesli rozwiazania sa wystarczajaco regularne).
Okazuje sie, ze prawdziwe rozwiazania moga nie speliaé takich formalnych zasad
zachowania, cho¢ byty one uzyte do wyprowadzenia modelu. Jedli rozwiazania nie
spelniaja formalnych praw zachowania, to model nazywamy nieuczciwym.

Celem niniejszego artykulu jest omoéwienie kilku modeli, ktérych konstrukcja
sugeruje, ze sa dobrze postawione, ale jednak nie spetlniaja ktoéregos postulatu
z powyzszej listy, oraz oméwienie funkcjonalno-analitycznego podejécia do
wyjasnienia pojawiajacych si¢ w zwiazku z tym patologii. Szczegoly tej teorii
mozna znalezé w monografiach [3, 6]. Do zapoznania si¢ z podejsciem
probabilistycznym do podobnych probleméw mozna natomiast polecié [8].
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3. Réwnania dynamiki populacyjnej

Oméwimy tutaj klase rownan opisujacych zmiany w strukturze pewnej populacji,
od rozwiazan ktorych oczekujemy zaréwno nieujemnosci, jak i spelnienia
naturalnych praw zachowania. Przez populacje rozumiemy zbiér obiektdw
ozywionych lub nieozywionych, podzielonych, ze wzgledu na okreslone cechy, na
skonczona, przeliczalna lub nieprzeliczalng liczbe klas. Rownania dynamiki
populacyjnej opisuja, jak liczba obiektéw o danej cesze zmienia si¢ w wyniku
oddzialywan pomiedzy nimi oraz z otoczeniem. Przykladowo, poruszajace si¢
czasteczki gazu charakteryzowane sg za pomoca predkosci i potozenia, ktore
moga ulegaé zmianie przy zderzeniach; polimery mozna dzieli¢ na klasy ze
wzgledu na ich dlugo$é zmieniajaca sie w trakcie fragmentacji i koagulacji [6],
zwierzeta danego gatunku mozna podzieli¢ na podstawie ich wieku lub miejsca
pobytu [4, 19], komérki mozna charakteryzowaé za pomoca ich dojrzatosci lub
posiadania okreslonej liczby kopii danego genu [17, 22].

Rozwigzaniami réownan dynamiki populacyjnej sa gestosci obiektow o danej
cesze. W przypadku skonczonej liczby klas mozemy moéwi¢ po prostu o liczbie
obiektéw posiadajacych dang ceche. Jesli u(z) jest liczba obiektéw w stanie z, to
podstawowe prawo zachowania méwi, ze w dowolnym okresie czasu musi
zachodzi¢ ponizsza réwnoéc:

zmiana u(z) = migracja obiektéw do klasy z z pozostalych stanéw
— emigracja z klasy = do pozostalych stanow
+ urodziny nowych obiektéw w klasie x
— Smier¢ obiektow w klasie z,

w ktorej pojecia urodzin i $mierci dotycza ogdlnych proceséw pojawiania sie

i anihilacji obiektéw wewnatrz danej klasy, niezwigzanych z migracjami.

W zwiazku z ta interpretacja, rozwiazania tych réwnan wychodzace

z nieujemnych stanéw poczatkowych musza by¢ nieujemne. Zauwazmy dalej, ze
catkowita liczba obiektéow w uktadzie jest réwna

N = Z u(x), (3)
e

gdzie  jest zbiorem wszystkich mozliwych klas obiektéw, przy czym suma
W powyzszym wzorze jest interpretowana jako catka w przypadku, gdy 2 jest
zbiorem nieprzeliczalnym (wyposazonym w odpowiednig miare). Widzimy wiec,
ze jesli chcemy kontrolowa¢ wielkos¢ populacji, to naturalnymi przestrzeniami
stanéw dla réwnan dynamiki populacyjnej sa przestrzenie typu (1(Q) lub L1(Q),
w ktérych norma rozwiazan nieujemnych, zdefinowana wzorem (3), daje
catkowita liczbe obiektéw populacji. Nie jest to oczywiscie jedyna mozliwosé —
jesli chcemy kontrolowaé¢ maksymalne zageszczenie obiektéw, to wlasciwymi
przestrzeniami bylyby przestrzenie z norma maximum/supremum.

Dodatkowa zaleta norm typu I! jest fakt, ze (2) daje natychmiast podstawowe
prawo zachowania. Jesli wysumujemy (2) po wszystkich klasach x i uwzglednimy,
ze czlony opisujace migracje powinny sumowac sie do zera (jesli obiekt opusci
jakas$ klase, to musi pojawié¢ sie w innej), to otrzymamy

zmiana N = calkowita liczba urodzin w populacji

(4)

— calkowita liczba $mierci w populacji;
w szczegdlnoscei, jesli rozwazamy wytacznie procesy migracji, to
zmiana N = 0. (5)
Zatem, aby model opisujacy proces spelniajacy (2) byl uczciwy, jego rozwiazania
powinny spelniaé¢ prawo zachowania (4) lub (5). Okazuje sie jednak, ze nie
wszystkie procesy sa uczciwe, co opiszemy i sprébujemy wyjasni¢ w dalszej czesci
artykutu.

Warto tez zauwazy¢, ze istnieja sensowne modele populacyjne, ktérych niektore
rozwiazania moga po pewnym czasie przybiera¢ wartoéci ujemne. Jest to czesto
interpretowane jako wymarcie populacji startujacej z ,niekorzystnych” warunkéw
poczatkowych [2].
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3.1. Skonczenie wymiarowa dynamika populacyjna

Rozwazmy najprostsze réwnanie tego typu, opisujace sytuacje, w ktorej osobnik
moze znajdowaé sie w jednej ze skonczonej liczby klas, przejscia zas z jednej
klasy do drugiej opisuje macierz, ktorej wspotrzednymi sa tempa migracji
pomiedzy klasami (per capita). Myslimy zatem o populacji podzielonej na n klas,
opisanej przez wektor u(t) = (u1(t), uz(t),...,un(t)), w ktérym w;(t) jest liczba
osobnikéw w klasie ¢ w chwili ¢. Klasa moze opisywaé¢ polozenie geograficzne,
status finansowy, grupe wiekowa, etc. W krétkim okresie czasu At, osobnik moze
przejsé z klasy i do j z (przyblizonym) prawdopodobiefistwem p;; At, ale nie
moze umrzeé, ani opusci¢ systemu. Zgodnie z dyskusja przeprowadzong powyzej,
catkowita populacja jest stala.

Przy tych zalozeniach réwnanie (2) (z = i) mozna zapisa¢ w postaci réwnania
rézniczkowego

n n
wj(t) = —wi(t) Y pi+ > piyu(t), 1<i<n, (6)
J=1,j#i J=1,j#i

Roéwnanie to jest prawem zachowania. Po lewej stronie mamy tempo zmian
liczebnosci klasy i, zas po prawej mamy wyjasnienie tych zmian: cztony dodatnie
okreslaja tempo, w jakim osobniki z innych klas przybywaja do i, zas czton
ujemny tempo odplywu z klasy ¢ do wszystkich innych klas. Zwréémy uwage na
symetrie — tempo migracji z ¢ do j jest takie samo jak tempo naptywu do j z i,
to znaczy, ze nic sie nie moze wydarzy¢ pomiedzy opuszczeniem i a dotarciem
do 5. Jesli wprowadzimy macierze

n
K := —diag Z Dji + (pij)lgi,jgn,i;&j = A+ B, (7)
J=1,j7#i 1<i<n
to wektor u(t) spelniaé¢ bedzie uktad réwnan
u' = Au+ Bu = Ku. (8)
7 ogblnej teorii liniowych réwnan rézniczkowych wiemy, ze dla dowolnej wartosci
poczatkowej ¢ rozwiazanie (8) ma postaé
u(t) = e'*a,
zatem warunki Hadamarda 1.-3. sa spelnione (warunek 3. wynika z faktu, ze e
jest funkcja ciagla macierzy K i operatorem ciaglym dziatajacym na warunek
poczatkowy). Jesli chodzi o warunek 4., to wpierw zauwazmy, ze wspdlrzedne
macierzy K poza przekatna sa nieujemne, zatem u;(¢t) > 0, jesli 4; > 0 dla
0 < i < m, zob. [13, Proposition VI.1.2] lub [5, Proposition 2.1.4]. Zgodnie
z zatozeniami, catkowita populacja
N(t)=ui(t) + ...+ un(t) (9)
powinna byé niezalezna od czasu. Tak jest w istocie, dodajac réwnania w (6)
widzimy, ze

tiC

N'(t) =0,
co dowodzi, ze model jest formalnie zachowawczy. Jedli zatem rozwiazemy (8), to

okaze sie, ze suma rozwigzan jest stala, czyli ze rozwiazania spelniaja formalne
réwnanie zachowania. Rozwazmy, na przyktad, uktad réwnan

u) = —uy +ug, ui(0) =1y,
uh =up —uz, u(0) = us.
Dodajac stronami, otrzymujemy
N'(t) = uy(t) + up(t) = (—ur(t) + ua(t) + (ua(t) — ua(t))
= (—ur(t) + wa(£)) + (ua(t) — ua(t)) =0,
skad N(t) = N(0) = 11 + ug, co potwierdza, ze uktad jest formalnie
zachowawczy. Rozwiazujac go, mamy

(10)

up(t) = %e_% (1 + th) Uy + %e_% (—1 + e2t) Uo,

us(t) = %efzt (—1 + ezt) U1 + %efzt (1 + ezt) Uo,
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i widzimy, ze
ul(t) + UQ(t) = ﬁl + ﬁg,
a zatem rozwiazania spelniaja prawo zachowania populacji.

Powyzsze rachunki wygladaja trywialnie, ale pamigtajmy, ze wykorzystaliSmy

w nich wlasnosci matematyczne, takie jak mozliwos¢ rézniczkowania sumy wyraz
po wyrazie, czy tez lacznosé i przemiennos¢ dodawania. Sa one oczywiste

w przypadku skoficzeniewymiarowym, takim jak omawiany powyzej, ale ich
stosowanie wymaga znacznej ostroznosci w bardziej ztozonych sytuacjach, ktore
omowimy w dalszej czedci artykutu.

3.2. Pierwszy krok w nieskonczonosé

W poprzednim podrozdziale wykazali$émy, ze dynamike (8) w pelni okredla
macierz migracji. Jest to cecha uktadéw skonczeniewymiarowych lub, ogélniej,
opisywanych przez macierze reprezentujace operatory ograniczone

w odpowiednich przestrzeniach Banacha (w kontekscie probabilistycznym
méwimy o macierzach intensywnosci [8, Chapter 2]). Tutaj pokazemy, ze jesli
porzucimy zalozenie ogranicznodci, sytuacja moze sie znaczaco pogorszyc¢.

Bedziemy rozwaza¢ rownania o tej samej strukturze, co poprzednio, to znaczy,
opisujace wytacznie migracje osobnikéw pomiedzy klasami, tym razem jednak
bedziemy mieli dowolna (ale przeliczalna) liczbe klas indeksowana wskaznikiem
i € N. Aby uprosci¢ dyskusje, zatlozymy, ze migracje moga odbywac si¢ tylko
pomiedzy sasiednimi klasami, co znaczy, ze osobnik z klasy ¢ moze przejsc tylko
do ¢ — 1 lub do i + 1. Otrzymujemy wéwczas tak zwany uktad zycia i $mierci,

u'l (t) = —b1u1 (t) + d2u2 (t),

ul, (t) = —(dn + bn)un(t) + bp—1un—1(t) + dpy1unt1(t), n=>2, (11)

Un(0) = Uy, n>1,
w ktérym u = (up)n>1, natomiast (dp)n>1 (z d1 = 0) i (by)n>1 sa w ogdlnosci
nieograniczonymi ciggami liczb nieujemnych. Nazwa pochodzi od interpretacji
probalistycznej modelu, w ktorej u; jest prawdopodobienstwem, ze populacja
sktada sie z ¢ osobnikéw; moze si¢ ona powickszy¢ lub zmniejszyé, jesli jakis
osobnik urodzi si¢ lub umrze. W celu skrécenia zapisu przyjmijmy, ze by := 0

i ug := 0. Podobnie, jak w przypadku skonczeniewymiarowym, bedziemy starali
si¢ kontrolowaé catkowita populacje, zatem nasza przestrzenia stanéw bedzie

oo
I = {u; [l = Z [t | < oo} .
n=1

Jak méwiliSmy, struktura prawej strony (11) jest taka sama, jak w (8). Zatem,
dodajac stronami réwnania w (11), otrzymamy, jak w (10),

[e%S) ! [ [eS)
N/ - <Z un) == Z U:I - Z(_(dn + bn)un + dnJrlunJrl + bnflunfl)
n=1 n=1

n=1 (12)
= (—b1u1 + dg’UQ) + (—(dg + b2)’u,2 + b1u1 + ngg) + ...
= (=byur + biug) + (dng —doug) +...=0.

Tutaj musimy wykazaé sie spora ostroznoscia, o czym wspomnieliSmy pod koniec
poprzedniego podrozdziatu. Mianowicie, aby uzyskaé¢ powyzszy wynik,
musieliSmy rézniczkowaé¢ sume wyraz po wyrazie i zmienia¢ kolejno$é sumowania,
ale w przeciwienstwie do poprzedniego przyktadu, tutaj zrobiliSmy to w sumach
nieskonczonych. Aby operacje te byly uzasadnione, rozwiazanie u musi spetniaé
okreslone warunki, co w ogdlnosci nie jest oczywiste. Zilustrujemy ten fakt na
przyktadzie dwoch uproszczonych, choé wciaz nieskonczeniewymiarowych, wersji
(11) opisujacych, odpowiednio, wylacznie proces Smierci i wylacznie proces
urodzin. Wyczerpujaca analize pelnego réwnania, oparta na ideach
fundamentalnego artykutu [16], mozna znalezé w [3, Chapter 7] oraz

w [8, Sections 2.4.10-16 & 3.4.2-6], gdzie przedstawiony jest bardziej
probabilistyczny punkt widzenia.
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3.2.1. Réwnanie Smierci — brak jednoznacznosci

Rozwazmy, dla t > 0, uktad réwnan

uh (t) = 32us(t),

u;z(ﬂ = _3nun(t) + 3n+1un+1(t)7 n >z 25 (13)

un(0) = Up, n>=1,
gdzie @ € I'. Poszukujemy rozwigzania u € I*. Przyjmujemy tutaj zatozenie, ze
jakkolwiek bedziemy rozumieé¢ rozwiazanie, jego wspétrzedne musza spetniaé
kazde réwnanie w ukladzie (13).
Wykorzystujac metode czynnika catkujacego, mozemy przepisaé¢ (13) w postaci

t

uy(t) = 41 + 32/U2(3)d3,
0

) (14)

U (t) = e 4, + 37! /eign(tfs)un_kl(s)ds, n>2.
0
Aby znalezé rozwiazanie, wykorzystamy metode wprowadzona w [21] i zaczniemy
od wyznaczenia rozwiazania u! z warunkiem poczatkowym
0<ul = (t,...,1%,0,...). Wéwczas (14) sprowadza sie do
skonczeniewymiarowego ukladu
t

ul (t) = 4y + 32 /ué(s)ds,
0
/ (15)
ul (t) = e 4, + 3! /eign(tfs)uﬁhq(s)ds, 2<n<l—-1,
0

uj(t) = e i,
w ktérym identyfikujemy elementy R! z ich rozszerzeniami za pomoca zer do I;.
7 rézniczkowej wersji réwnania (15) widzimy, ze dla dowolnego [ > 1, u! > 0 oraz
llut () |l;, < |7t]|;, dla t >0 (bo réwnanie (15) nie jest zachowawcze). Ponadto,
u!t! spetnia warunek

t
) = et 13 eSO s,
0

dowodzac, ze u%"’l(t) > ul(t). Skad, sukcesywnie rozwazajac nizsze wskazniki,
otrzymujemy u'(t) < u!*1(¢) dla t > 0. Skoro tak, to ciag (||[u™ (¢)||)n>1 jest
ograniczony i niemalejacy, a zatem zbiezny. Wykorzystujac wlasciwosci normy
w [y, dla k > [ otrzymujemy
k ! k !
[u*(#) = w @)l = Ol = [l Ol ], k=1
a zatem dla kazdego t > 0 ciag (u!(t));>1 jest ciagiem Cauchy’ego w ;. Widzimy
wiec, ze w [! istnieje granica
lim u'(t) = u(t) > 0. (16)
l—o0
Ustalmy teraz n > 2 i wezmy dowolny wskaznik [ > n. Poniewaz
0 < tpya(s) < Jlu'(3)lluy < il 0<s <,
twierdzenie o zmajoryzowanym przejsciu do granicy daje
t

un (t) = lllglo ul (t) = e 4, + 37t lllglo e 3=yl (s)ds

0
t

=e 3", + 3711 /6_3n(t_s)un+1(s)ds.
0

Pokazuje to, ze u jest ciaglym (a zatem, wobec postaci réwnania, takze
rézniczkowalnym) po wspoéirzednych rozwiazaniem (13). Podsumowujac, dla
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dowolnego @ € l; znaleZlidmy taka nieujemng funkcje Ry > ¢ — u(t) € [y, ze
lu(@®)|l;; < |Ja|l;, i dla kazdego n > 1 réwnanie (13) jest spelnione.

Uwaga 3.1. Skonstruowane rozwigzanie u ma silniejesze wlasciwosci,
w szezegdlnosci spetnia zasade zachowania ||u(t)|;, = ||ull;,, ale dla celéw tego
przykladu udowodnione wyniki s¢ wystarczajgce.

7 drugiej strony, rozwazmy uktad réwnan
oy = 3%,

M = =3 4 3"+1v,’>+1, n =2,

n

7 parametrem )\ > 0. Dla ustalonego v; mamy

o 2 A
vr);:ﬁ (1+—>, n>= 2,

3n 11 3

0

gdzie, z definicji, [] := 1. Jesli v > 0, to v;y > 0 dla wszystkich n > 1. Ponadto
i=1 ~
ciag v* := (v))n>1 jest rosnacy i, poniewaz > 3i < 00, mamy
i=1

n—2
lim H (1+%) =P >0.
=1

Zatem
o) o) n—2
1 A AP
Sk =0} <1+/\Z3—n I <1+§>> <ot (1475)
n=1 n=2 =1

skad v* € I; dla dowolnego A > 0. Réwnanie (17) jest stacjonarng wersja (13),
zatem

v(t) := e Mo (18)

spetia (13) po wspétrzednych i warunek poczatkowy v(0) = v*. Szacujac od

dohu, mamy
S A — 1 A A
Zvn>vl 1+)\Zg—n =] 1+E ,
n=2

n=1

zatem

A
Ol > o (1+5).
wiec v(t) nie jest rozwiazaniem otrzymanym poprzednio, bo tamto miato
ograniczong norme /1 dla wszystkich ¢ > 0, a to nie.

Widzimy zatem, ze traktowanie ukltadu (13) w taki sam sposéb jak
skonczeniewymiarowego uktadu (6) prowadzi do zagadnienia 7le postawionego,
nawet w oryginalnym sensie Hadamarda, bo otrzymujemy dwa rézne rozwiazania
z takimi samymi warunkami poczatkowymi. Poniewaz nie ma powodu, aby
przypuszczad, ze (13) reprezentuje jakas wyjatkowa patologie, musimy
sprecyzowad, co rozumiemy przez jego rozwiazanie. Przyktadowo, rozwigzania
typu (18) maja rosnaca norme Iy, czyli opisuja niezgodna z zalozeniami modelu
sytuacje gdy liczba osobnikéw w populacji rosnie. Takie rozwiazania trzeba
odrzuci¢. Ponizej pokazemy jednak tez przyktad, w ktérym wszystkie rozwigzania
opisuja zmniejszajaca si¢ populacje, chociaz model jest formalnie zachowawczy.

3.3. Proces urodzin — zalamanie sie praw zachowania
Rozwazmy réwnanie

uy (t) = —=3ua(t),
") = =3"un(t) + 3" tup_1(t), n>2, (19)
un(0) =1, >0, n>1,

u
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dla t > 0. W tym przypadku mozna tatwo skonstruowac jedyne nieujemne
rozwiazanie (po wspdlrzednych),
(751 (t) = 6_3t’&1,
t
U (t) = e =3 g, + 3771 /6_3n(t_s)un,1(s)ds, n> 2.
0

Poniewaz kolumny w ukladzie (19) sumuja sie do zera, uklad jest formalnie
zachowawczy, wiec oczekujemy, ze rozwiazania beda spelniaé

Z un(t) =
n=1

Dla rozwiazan (19) z warunkiem poczatkowym @ = (1,0,0,...) mamy

ui(t) = e 3t

U

Iy - (20)

t

3 3
us(t) = 38732t/6325735d8 =33 (6731& — 673%) < 37 36731&

0
i rozumowanie indukcyjnie dowodzi, ze

n 31'71 -3

t n
3 e 1
=2

1=2

Widzimy wiec, ze
n
) 1
nh—>H;oH (1—|— ﬁ) =: P < o0,
=2
przy czym zbiezno$é jest monotoniczna, zatem
P
—3t
=e 1+—.
) (103)

u®l < = (1 iy
n=2

Stad wynika, ze u € l1, lecz réwnosé (20) nie jest spelniona dla duzych t.

1
3n71

Tutaj, w przeciwienstwie do poprzedniego przykladu, nie mamy nawet
mozliwoéci wybrania rozwiazania, ktore jest uczciwe, czyli spetlnia warunek 4.
definicji zagadnienia dobrze postawionego. Ponizej wyjasnimy powyzsze
problemy w ramach teorii uktadéw dynamicznych.

4. Pomiedzy modelem a jego analizg

Przyktady oméwione powyzej pokazuja, ze w sytuacji nieskoniczeniewymiarowej
sformulowanie (1) nie jest wystarczajaco precyzyjne do tego, aby umozliwié
sensowna analize modelu i w szczeg6lnosci moze prowadzi¢ do zagadnienia zle
postawionego. Jak wspomnieliSmy wczeéniej, aby takie modele analizowad,
musimy je starannie zinterpretowa¢ w odpowiednim srodowisku matematycznym,
pilnujac jednak, by nie straci¢ z oczu istotnych cech sformutowania oryginalnego.
Zatem rozwijana teoria powinna wyjasnia¢ i w miare mozliwosci korygowaé
opisane wyzej patologie w kontekécie modelowanych zjawisk.

Przypomnijmy tutaj, ze modelowanie matematyczne, jak rowniez proces
tworzenia teorii matematyzujacej model, nie jest matematyka, ale polegaja na
wykonaniu szeregu przemyslanych krokow identyfikujacych sktadowe modelu

z odpowiednimi strukturami matematycznymi i zwiazkami miedzy nimi.
Ostateczny produkt nie musi by¢ jednoznaczny — mozemy zbudowaé rézne teorie
matematyczne formalizujace (1) — ale dopiero gdy to zrobimy mozemy zaczaé
moéwic o matematycznej analizie obiektu powstatego z odpowiedniego
przeformutowania modelu.

Ponizej oméwimy jedna z takich matematyzacji réwnania (1), opisana

w [6, Section 4.1]. Wspomnieli$my wczesniej, ze rozwiazania zagadnienia (1),
opisujace ewolucje systemu, reprezentuje rodzina operatoréw (G(t))¢>o,
parametryzowana przez czas, ktora nazywamy polgrupa operatorow. Operatory
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te dzialaja w odpowiedniej przestrzeni stanow X. Innymi slowy, dla danego
stanu poczatkowego @ € X rozwiazania dane sg wzorem

u(t) = G(t)u. (22)
Odnotujmy tutaj, ze identyfikujemy funkcje dwoch zmiennych, (¢, z) — u(t, ),
z funkcja jednej zmiennej ¢t — u(t), ktéra przyjmuje wartosci w przestrzeni

stanéw X funkcji zmiennej x (w naszych przykladach z jest zmienna dyskretna
n € N).

Jak wyjasniliémy wczedniej, naturalnym wymaganiem jest by X byta
przestrzenia Banacha. Jej wybor zalezy w duzej mierze od nas i jest
podyktowany z jednej strony fizyczna interpretacja modelu, a z drugiej wygoda
matematyczna. Przykladowo, w naszych rozwazaniach powyzej byliSmy gtéwnie
zainteresowani wielkoécia populacji i dlatego wybrali$my I! jako przestrzen
stanéw (w przypadku zmiennej ciaglej x byltaby to przestrzen L'). Okazuje sie,
ze badajac dlugoczasowe zachowanie rozwigzan wygodnie jest uzywaé
przestrzenie typu I* (L') z waga dana za pomoca wektora wlasnego zagadnienia
sprzezonego [11], z kolei w przestrzeniach ze skofczonymi wyzszymi momentami
rozwiazania mozna dowodzi¢ znacznie silniejszych wynikéw, niz w standardowych
przestrzeniach ' (L'), zob. [6, Chapters 5 & 8].

Wybér przestrzeni stanéw oczywiscie nie wystarcza — wszystkie nasze
patologiczne przyklady sa umieszczone w przestrzeni !, w ktérej mozna
skonstruowaé przyktady podobne, bedace jednak zagadnieniami dobrze
postawionymi. Problem tkwi w wyrazeniu /.

Wybrawszy zatem przestrzen stanéw X, uzyjemy K aby zdefiniowaé operator
K: D(K) — X; D(K) jest tu podprzestrzenia X, zwana dziedzina K. Jesli
chcemy, aby cala ewolucja odbywala sie w przestrzeni stanéw X, to D(K) musi
przynajmniej spetnia¢ warunek

x — [Kul(z) € X dlau e D(K). (23)
Na ogél na D(K) nakladamy jeszcze inne warunki i kazdy otrzymany w ten
spos6b operator (K, D(K)) nazywamy realizacja wyrazenia K. W szczegdlnosci
realizacje na dziedzinie (23) nazywamy operatorem maksymalnym, ktéry
omoéwimy ponizej.
Uzywajac definicji K, mozemy zapisa¢ (1) jako zagadnienie Cauchy’ego dla
zwyczajnego rownania rézniczkowego w przestrzeni X: znalezé funkcje
R+ 3t — u(t) € D(K), ktéra jest rézniczkowalna w normie X dla ¢ > 0 i spelnia

ou=Ku, t>0,
lim »(0) =u € X.

t—0t

(24)

Niestety, podana definicja D(K) na ogél nadal nie wystarcza, aby zagadnienie
(24) bylo dobrze postawione. Aby zrobié¢ nastepny krok w tym kierunku, skupmy
sie na zagadnieniu (11). Podobnie do (7) wprowadzimy macierz przekatniowa A,
zdefinowang jako Au = —((by, + dy )tn)n>1 0raz Bu = (bp—1Un—1 + dpt1Unt1)n>1
(pamietajmy, ze by = ug = 0). Zauwazmy, ze A i B mozna rozwazaé jako
operatory dzialajace w przestrzeni wszystkich ciagow [g.

Przypuszczalnie operatorem najblizszym do formalnego wyrazenia X = A+ B
jest operator maksymalny K.y, wprowadzony powyzej, zas tutaj zdefiniowany
jako A+ B obcigty do

D(Kmax) = {U S ll; Au + Bu € ll}
Zauwazmy, ze jest mozliwe, iz dla u € D(Kmax) ani Au, ani Bu z nie naleza do ;.

Inny naturalny wybor to dziedzina zlozona z u, dla ktérych zaréwno Awu jak i Bu
nalezg do [; dla u z tej dziedziny. Ma to sens, gdyz Au i Bu opisuja konkretne
procesy i chcielibysmy, aby wyniki tych procesow ,zyly” w przestrzeni standw.
Zdefiniujmy zatem A jako A|p(4) na

n=1

D(A) := {u €ly; i(bn +dp)|un| < oo}. (25)
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Woweczas, dla dowolnego 0 < u € D(A), podobnie jak w (12) mamy

[Bull, = Z(dnJrlunJrl + bn—1Un-1) = Z(dnun + bpun) = [[Aulliy; (26)
n=1 n=1

tym razem zmiana kolejnosci sumowania jest uzasadniona bezwzgledna
sumowalnoscia wynikajaca z (25). Z liniowosci wynika, ze operator B = B|p(a)
jest dobrze zdefiniowany i mozemy wprowadzié

Kmin = (A + B)lD(A) =A + B;
tu oba operatory po prawej stronie dzialaja w ;. Operatory Kpyax i Kmin Sa
szczegllnymi realizacjami wyrazenia K.

Przyktad 4.1. Sprébujmy wyjasnié, dlaczego poswiecamy tyle uwagi dziedzinie

operatora pojawiajgcego sie w (24). Okazuge sig, Ze jest ona silnie zwigzana z tym,
czy zagadnienie jest dobrze postawione. Jesli rozwigzanie u réwnania (24) spelnia
warunek 0 < u(t) € D(Kmin) = D(A), to, dzigki rézniczkowalnodci v w Iy, mamy

Oellu(®) i, = > (Au+ Bu)u(t) = Y (Au)n(t) + Y (Bu)a(t) =0 (27)
n=1 n=1 n=1

i calkujgce po czasie widzimy, ze réwnodé (12) jest prawdziwa, a to znaczy, Ze
wielko$é populacji sie nie zmienia i rozwigzanie jest uczciwe.

Rozwigzania pozostajg uczciwe, jesli spelniaje stabszy warunek u(t) € D(Kmin)
dla t > 0, w ktérym domkniecie operatora, Ky, jest zdefiniowane wzorem

Kmintt = klim (Auy, + Buy),

dla D(Kwmin) 2 ug, — u € D(Kmin), pod warunkiem, ze obydwie granice istniejq.

Latwo wtedy dostrzec, ze jesli u(t) € D(Kmin) dla dowolnego t > 0, to

Y (A+B)u)n(t) =0 (28)
n=1

i réwnodé (12) pozostaje prawdziwa.

Problemem pozostaje sprawdzenie, czy z 4 € D(Kpin) wynika u(t) € D(Kpyin) dla
t>0.
Ogdlne pytanie brzmi, czy w ogoéle mozna znalez¢ taka realizacje K, ze
rozwiazania u wychodzace z wartosci poczatkowych o € D(K) pozostaja w D(K)
dla ¢t > 0 i sa rézniczkowalne w X, dzieki czemu réwnanie (24) ma sens. Taka
realizacje K nazywamy (infinitezymalnym) generatorem naszego uktadu
dynamicznego (pélgrupy). Jak wyjasnimy ponizej, taka wladnie realizacje
wyrazenia K narzuca teoria pélgrup, o ile chcemy, by zagadnienie (24) bylo
dobrze postawione w sensie Hadamarda.
Wiasciwosci, ktorych oczekujemy od potgrupy mozemy zebra¢ w nastepujacej
definicji.
Definicja 4.2. Rodzing (G(t));>o0 operatoréw liniowych ciaglych na przestrzeni
Banacha X nazywamy potgrupa klasy Cy lub pélgrupa silnie ciagla, jesli

() G(0) =TI

(ii) G(t+ s) = G(t)G(s) dla wszystkich ¢, s > 0;

(iil) lim;_,o+ G(t)u = u dla kazdego u € X.
Operator liniowy K nazywamy (infinitezymalnym) generatorem poéigrupy
(G())e0, jesli o

Ku= lim 7( Ju—u
h—0t+ h

dla u € D(K) a dziedzina D(K) jest zbiorem wszystkich v € X dla ktérych
powyzsza granica istnieje.

(29)

Zauwazmy, ze z (ii)—(iil) wynika, iz dla u € D(K) i t > 0 prawostronna (jak
i lewostronna, zob. [20, Theorem 1.2.4]) pochodna ¢ — G(t)u jest dana wzorami

%Gty = lim, e h)Z — 6ty i, % - Con (30)
~ lim G(h)G(t)u — G(t)u — KG(u.
h—0t h
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Zatem, dla kazdego u € D(K) it >0, G(t)u € D(K), t — G(t)u jest
rozniczkowalna w X 1 spelnia (24).

Zauwazmy tez, ze rozwiazania dane przez pdlgrupe sa jednoznaczne i, poniewaz
operatory G(t) sa ciagle, zaleza w sposéb ciagly od danych poczatkowych.
Ponadto warunek (ii) opisuje zasade przyczynowosci — stan ukladu w chwili ¢
zalezy wylacznie od stanu poczatkowego, a nie zalezy od stanéw posrednich.
Mozemy zatem stwierdzié, ze zagadnienie Cauchy’ego (24), w ktérym realizacja
K = K jest generatorem pdélgrupy silnie ciaglej i & € D(K), jest dobrze
postawione w sensie Hadamarda.

Charakteryzacji generatoréw jest po$wiecone twierdzenie Hilla-Yosidy (choé tak
naprawde powinnidémy dodaé tutaj jeszcze nazwiska Fellera, Miyadery i Phillipsa,
zob. [12, Section I1.3]).

Twierdzenie 4.3. Operator (K, D(K)) jest generatorem pdlgrupy klasy Co
(G(t))i>0 spetniajgcej warunek ||G(t)| < Me*t dla pewnych M > 1 iw € R wtedy
i tylko wtedy, gdy K jest operatorem domknietym i gesto okreslonym, operator
odwrotny (A — K)~1 istnieje dla wszystkich A > w oraz dla kazdego n € N,

M = K)™"| < M(A—w)™™.

Twierdzenie to ma w duzej mierze charakter teoretyczny, gdyz wykazanie
potrzebnego oszacowania jest niemal niewykonalne poza przypadkiem M = 1.

W praktyce z reguty korzystamy z metod perturbacyjnych, rozbijajac K na
sktadniki, z ktérych jeden jest na tyle prosty, aby mozna byto zastosowaé do
niego twierdzenie Hilla—Yoshidy, zas pozostate sa mu w jaki$ sposéb
podporzadkowane. R6zne metody tego typu sa opisane w [3, 6]. Nalezy tu jeszcze
podkreslié, ze réwnanie (1) moze mieé¢ w tej samej przestrzeni X wiele realizacji
(24), w ktérych K jest generatorem pélgrupy, zob. [6, Theorem 4.10.28] lub

[23, Theorem 4.4.8]. Dopiero jesli taka realizacje ustalimy, mozemy mdwié

o jednoznacznodci rozwiazan (pélgrupowych).

Zauwazmy jednak, ze niejednoznaczno$¢ rozwigzan opisana w podrozdziale 3.2.1
jest innego rodzaju, gdyz odejmujac rozwiazania (16) i (18) wychodzace z v*
otrzymujemy niezerowe rozwiazanie z zerowym warunkiem poczatkowym. Takie
rozwiazanie nie moze by¢ rozwiazaniem pélgrupowym. Okazuje sie, ze istnienie
takich rozwiazan i pojawienie sie nieuczciwosci zwiazane sa z umiejscowieniem K
wzgledem operatoréw Ky 1 Kpax-

W rozwazanych tutaj przykltadach zachodza zawierania

Kin C Knin C K C Kiax, patrz [3, Theorem 6.20] (chociaz w pewnych
sytauacjach mozna skonstruowac generatory, ktére nie maja tej wladciwosci, zob.
[6, Theorem 4.10.28] lub [23, Theorem 4.4.8]). Ponadto wszystkie ponizsze
zawierania sg mozliwe:

1. Knin=K = KmaX7
2. Kmin Q K = m - max»
3. Kmin =K E; Kmaxa
4. Kmin E; K = Kmin Q Kmaxa
5. Kmin & K & Knax.

Kazdy z powyzszych przypadkéw ma swojg interpretacje w kontekscie pytania,
czy zagadnienie (24) jest dobrze postawione. Aby to wyjasnié, przypomnijmy, ze
(24) z K = Kax jest matematyzacja (1), ktéra jest najblizsza oryginalnemu
sformutowaniu modelu, gdyz jedynym warunkiem narzuconym na /C jest to, by
dzialal on w przestrzeni standw.

Jesli K & Kpax, to nie mamy jednoznacznosci rozwiazan w tym sensie, ze
istnieja rézniczkowalne w X rozwiazania (24) z K = K.y, ktére wychodza

z zera, a zatem nie moga by¢ dane przez pélgrupe. Rozwiazania skonstruowane
w podrozdziale 3.2.1 sa wlasnie tego rodzaju.

7 drugiej strony, jesli nie zachodza warunki przyktadu 4.1, czyli jesli Kpin & K,
to nawet gdy model jest formalnie zachowawczy, jak w (12), rozwiazania
zachowawcze by¢ nie musza — obserwujemy niekontrolowany odptyw osobnikéw
z systemu.
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Podsumowujac, idealnie powinniémy mie¢ Ky, = K = Kpax lub

K = Kunin = Kmax, gdyz wtedy zagadnienie (24) z K = Kp,ax, ktére jest
najblizsze oryginalnemu sformutowaniu modelu, jest dobrze postawione w sensie
Hadamarda i uczciwe (dodatnio$é rozwiazan udowodnié nalezy osobno, ale
mozna to zrobié¢ rozpatrywanych tutaj przykitadach).

Dowody powyzszych stwierdzen wymagaja zaawansowanych metod analizy
funkcjonalnej, ktére wykraczaja poza ramy tego artykulu. Mozna je znalezé
w [3, 6] i, dla modeli o stanach dyskretnych w kontekscie probabilistycznym,
w [8].

Podsumowanie

W niniejszym artykule postaraliSmy sie wyjasni¢ paradoksalne czy wrecz
patologiczne wladciwosci niektorych uktadéw dynamicznych, takie jak zalamanie
sie zasad zachowania w modelach formalnie zachowawczych lub istnienie
rozwigzan wielokrotnych. Problemy te zostaly zilustrowane na przyktadzie
rownan typu Kolmogorowa, ale warto podkresli¢, ze pojawiaja sie one i moga by¢
wyjasnione w ramach tej samej teorii takze w rownaniach fragmentac;ji,
rownaniach transportu i dyfuzji, réwnaniach kinetycznych, oraz w ogdlnych
procesach Markowa [1, 3, 6, 7, 8, 14, 15, 18]. Niekt6re z wymienionych tu prac
poswiecone sa zachowaniu sie polgrup na przestrzeni funkcji ciaglych, w ktérych
dualnos$é wzgledem przestrzeni funkcji catkowalnych prowadzi do nastepujacej
defininicji: pétgrupa (G(t)):>o0 jest uczciwa, jesli dla kazdego t > 0 spelniony jest
warunek G(¢)1 = 1, w ktérym 1 jest funkcja tozsamosciowo réwna jednosci.
Obiekty o tej wlasnosci sa przedmiotem intensywnych badan w teorii
dynamicznych pélgrup kwantowych (quantum dynamical semigroups) [9].

Gléwnym przestaniem zaprezentowanego artykulu jest to, ze wiekszosé
opisywanych patologii pojawia sie na styku budowy modelu i jego matematycznej
analizy, a wynika z braku precyzyjnego zapisania modelu jako obiektu
matematycznego. Brak takiej precyzji i stosownej analizy moze sprawié, ze
metody numeryczne i przyblizone przedstawia¢ beda zupelnie btedny obraz
modelu.
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