Takie mySlenie, gdy raz sie zaczyna
z ojca krwig spada dziedzictwem na syna
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George (Gyorgy) Poélya
In order to solve a differential equation
you look at it till a solution occurs to you

Jest to tekst zwigzany z odczytem Chcialbym tu opowiedzie¢ o dwoch analitycznych rozwiazaniach, ktére — w czasie
wygloszonym na LXI Szkole Matematyki o owiednim dla mlodego wtedy czlowieka — zachwycily mnie swa elegancja,
Pogladowej, Matematyczne zmiany, . . .

Wola Ducka, luty 2020. estetycznie oczarowaly, przez lata stanowily pozywke dla — chyba zatem

Redakeja chlonnego — umystu i przez to w duzej mierze uksztaltowaly mnie jako

matematyka. Bez nich bez watpienia bylbym inny.

Gramatycznie rzecz biorac, ,nich” odnosi si¢ tu do rozwiazan, ale precyzyjniej —
i grzeczniej — byltoby napisaé¢ ,,Nich”, majac na mysli moich Nauczycieli,
Profesoréw Adama Bieleckiego i Jana Kisynskiego. Taka, drobna na pozor,
zmiana prowadzi nas tez do glownej refleksji niniejszego eseju, jakby podskornej
rzeki plynacej przez caly tekst. Z bliskiego memu sercu punktu widzenia fakt, ze
Adam Feliks Bielecki byl promotorem doktoratu Jana Marii Kisyniskiego nie
wydaje si¢ przypadkiem: umyslty widzace matematyczne obiekty w pewien
specyficzny, fascynujacy dla mnie, sposéb zdaja sie przyciaga¢. Byé moze tez, ze
— tak jak u Byrona, ktérego mickiewiczowskie ttumaczenie pozwolitem sobie

w tytule sparafrazowaé — jakis rodzaj ,krwi” wybitny nauczyciel przekazuje
uczniowi.

Jako uzupelnienie myéli o ,spadajacym na nas” naukowym dziedzictwie opisze
tez rozwiazanie trzecie, pochodzace ode mnie, jednego z wielu matematycznych
ywnukow” Profesora Bieleckiego i czlonka troche mniej licznej grupy
figuratywnych ,synéw” (w tym takze ,corek”) Profesora Kisynskiego.
Zdecydowalem si¢ na ten dodatek nie dlatego oczywiScie, ze uwazam, iz méj
pomyst jako$ tamtym poprzednim doréwnuje. Nie, Wojciech Mtynarski zachecat
kiedys épiewajac: ,skromniutko, ot, na wtasna miarke, majstrujmy co$” i maj
wynik jest tylko na taka moja miarke skrojony, bez niego jednak historia nie
bylaby pelna. Zachecaja mnie tez do jego prezentacji dwa fakty. Po pierwsze,
,M6j” pomyst jest w istocie tylko rozwinigciem idei pochodzacej od absolutnego
giganta, Williama Thomsona, znanego szerzej jako Lord (Baron) Kelvin; idei
pieknej, gltebokiej i godnej rozpowszechniania. Po drugie, jest spora szansa, ze
jakis prawnuk Profesora Bieleckiego dopisze dalszy ciag tej zdumiewajacej
opowiesdci o umiejetnosciach ludzkiego umystu, dopetniajac ja.

Istnieje tez pewna analogia miedzy podskérnym tematem tego eseju

a fragmentem Drugiego Listu Swietego Pawla do Tymoteusza, ktéra warto tu
zanotowaé. Jego autor pisze (cytuje za Biblia Tysiaclecia): ,to, co uslyszales ode
mnie za posrednictwem wielu $wiadkéw, przekaz wiarygodnym ludziom, ktérzy
beda zdolni nauczaé tez innych”. Widzimy w tym tekscie pie¢ pokolen tych,
ktorzy poznali pewna tajemnice, pewna umiejetnosé: Pawta, ,posrednikdéw”,
Tymoteusza, ,Judzi wiarygodnych i zdolnych”, oraz wreszcie tych, ktoérych ci
wiarygodni beda nauczaé. Analogia to zapewne, jesli wzia¢ pod uwage ciezar
gatunkowy przekazywanych umiejetnosci i wiedzy, daleka, ale czytelna.

1. Ojciec

1.1. Proseminarium

Profesora Bieleckiego poznatem jako student trzeciego roku studiow
*lzolliatcchnli% Luubclisk? matematycznych na UMCS. Po éwiezosci pelnego wydarzen roku pierwszego,
a-pobrowsiEpoTub-p drugi przytloczyl mnie cigzarem technicznej analizy wielowymiarowej
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i monotonia abstrakcyjnej algebry. Brak mi w tym wszystkim bylo jakiejs
przewodniej idei, ktéra moglaby mnie pociagnaé, zachwyci¢. Rok trzeci wiec, ze
$wietnym, nowoczesnym, opartym na teorii miary wyktadem rachunku
prawdopodobienstwa prof. Zdzistawa Rychlika, z jedyna w swoim rodzaju analiza
funkcjonalna prof. Tadeusza Lezanskiego i proseminarium, ktére prowadzit

prof. A. Bielecki byl prawdziwa odmiana. W tym samym mniej wigcej czasie
spotkatem tez prof. Andrzeja Lasote, ale to juz zupelnie inna historia.

O Profesorze Bieleckim wiedzialem niewiele ponad to, ze byl nestorem lubelskiej
matematyki, osoba wielce szanowana. Nie kojarzylem nawet faktu, ze
doktoryzowat si¢ u Witolda Wilkosza, jednego z trzech krakowskich przyjaciot,
z ktérych dwéch, Stefana Banacha i Ottona Nikodyma, spotkal Hugo Steinhaus
rozprawiajacych o matematyce na stynnej laweczce na krakowskich plantach.
Pamigtam, ze wszedlszy (z nieodlaczna gabka i pojemniczkiem na wode w rece)
na pierwsze zajecia Profesor napisat na tablicy réwnanie

% = az(t), z(0) =u
i polecil nam je rozwiazaé. Nie podejrzewajac haczyka podszedlem i bez namystu
napisalem:

z(t) = eu, teR.

Na co Profesor rzekl: , Alez nie o to chodzi! Prosze przepisa¢ réwnanie w postaci
calkowej i rozwiazaé je metoda kolejnych przyblizen” (zob. podrozdzial 2.1.1).
Tak od szczegdtu do ogbdtu wprowadzal nas przez kolejne zajecia w tajniki
réznych rodzajéow coraz bardziej skomplikowanych zagadnien, z ktérych niemal
wszystkie dalo si¢ rozwikta¢ wspomniana wyzej metoda, a rozwiklanie to byto
czyms§ daleko wigcej niz znajomoscia rachunkéw. To wtedy wladnie tez po raz
pierwszy uslyszalem o normie, ktora dzi§ wszyscy nazywaja norma Bieleckiego
[11], a ktéra jest gléwnym tematem pierwszej czesci niniejszego tekstu.

1.2. Zasada Banacha

W ramach wstepu do jej opisu chcialbym wyjasnié, ze jednym z poruszanych
w trakcie proseminarium zagadnien bylo teoretyczne uzasadnienie dlaczego
metoda kolejnych przyblizen dziata, i tu oczywiscie odwolaliémy sie do zasady
taczonej powszechnie z nazwiskiem Banacha (choé, jak twierdza ludzie madrzy,
Banach raczej nie bylby szczesliwy, ze przypisuje mu si¢ wynik tak elementarny,
bo ,zmajstrowal” rzeczy znacznie ciekawsze). M6éwi ona, przypomnijmy, ze jesli
(X, d) jest przestrzenia metryczna zupelna i jesli dla danego odwzorowania
T : X — X mozna tak dobraé ¢ € [0, 1), by

d(Tz, Ty) < qd(z,y), xz,y €X, (1)
to istnieje doktadnie jeden taki punkt z* € X, zwany punktem stalym, ze
Ta* = x*. Co wiecej, dla dowolnego x € X, wspomniany punkt mozna uzyskaé
jako granice

¥ = lim T"z.
n—oo

Zasada ta, cho¢ nieskomplikowana, wymaga pewnych wyjasnien (dla tych, ktérzy
widzg ja po raz pierwszy, lub nie mieli dotychczas okazji przyjrzeé jej sie
doktadniej). Po pierwsze, jej kluczowym zalozeniem jest zupelnos$é pary (X, d).
Innymi stowy, X nie moze mieé¢ ,dziur”, co formalnie wyraza si¢ stwierdzeniem,
ze kazdy ciag Cauchy’ego jest w X zbiezny. Na przyklad kolo (lub wrecz odcinek)
z wyrzuconym $rodkiem (i standardowa, euklidesowa odlegloscia na plaszezyznie
lub prostej) przestrzenia zupelna nie jest, nie jest nia tez kolo bez okregu, bo
y,ma dziury na brzegu”. Wage tego zalozenia wida¢ w dowodzie, ktory polega na
sprawdzeniu, ze dla kazdego x € X ciag (T™x),>1 jest ciagiem Cauchy’ego, co na
podstawie zupelnosci pozwala stwierdzi¢ istnienie jego granicy: to, ze granica ta
musi by¢ punkt staly odwzorowania T jest juz tatwe; tatwo tez przekonaé sie, ze
taki punkt moze by¢ tylko jeden. Ale i bez patrzenia na dowdéd mozna
stosunkowo nietrudno wymysli¢ odwzorowania, ktore beda spetnialy pozostate
zalozenia zasady Banacha, ale nie beda mialy punktu stalego, bo przestrzen,
w ktorych zostaly zdefiniowane nie jest zupelna.
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Po drugie, cho¢ intuicje o (X, d) czerpiemy pelnymi garéciami z prostej,
plaszczyzny i przestrzeni tréjwymiarowej, w najwazniejszych zastosowaniach X
jest zlozona z funkcji. To podstawowa idea wspolczesnej analizy funkcjonalne;j,
ktora odchodzi od znanej nam ze szkoly ,dynamicznej” definicji funkcji jako
odwzorowania, a widzi ja raczej jako element zbioru funkcji, ktére mozna do
siebie dodawaé i mnozy¢ przez skalary. Dodatkowo, poprzez identyfikacje funkcji
z jej wykresem, mozna tez mierzy¢ odlegtosci miedzy nimi, na przyktad
przyjmujac, ze odlegtoscia jest wysokos$¢ najdtuzszego pionowego odcinka
taczacego wykresy, lub pole tymi wykresami ograniczone (patrz rysunek 1).

\
_

X

a
Rys. 1. Dwie (z wielu mozliwych) odlegtosci miedzy wykresami funkeji z i y, zdefiniowanych na
przedziale [a,b]. Pierwsza z nich, oznaczona na rysunku jako h, znana jest jako metryka

supremum i pasuje na przyktad do funkcji ciaglych. Druga, réwna zacieniowanemu polu jest
metryka typu L' i pasuje do funkcji catkowalnych.

Jesli odlegloéé te dobierzemy stosownie do zbioru funkgeji (tak jak blondynki
nakladaja raczej sukienki niebieskie, a kobiety o plomiennych wlosach — zielone),
to para (zbidr, odleglosé) stanie sie kompletna, zupelna, nic dodaé, nic ujaé.
Przestrzen i odleglo$é¢ beda do siebie pasowaé jak ulat. Dla naszych potrzeb
wystarczy jeden przyklad: przestrzen

X = Cla, b
funkcji ciaglych, o wartodciach powiedzmy w R™ (przy ustalonym n),
zdefiniowanych na domknietym odcinku [a, b] (oczywiscie a < b), z metryka
d(x,y) = max [z(t) —y(t)]. (2)
tela,b]

Jest ona w istocie czym$ znacznie wiecej niz tylko przestrzenia metryczna
zupelna: jest przestrzenia Banacha, bo jak wspomnialem wczeéniej, funkcje
mozna do siebie dodawaé i mnozy¢ przez liczby (skalary). Rozwazane tu funkcje
mozna tez traktowaé jak wektory (czy to na plaszczyZnie, czy w przestrzeni)
i przypisywa¢ im ,,dlugos¢”, zwang norma, o tak:

2]l = max |z(t)],

)

a wtedy wzor (2) przyjmie postaé
d(z,y) = [l =y

Podsumowujac ten krétki kurs analizy funkcjonalnej podkreslmy raz jeszcze, ze
dla jej adeptow wlasnosci pojedynczych funkcji, takie jak monotonicznosé,
rézniczkowalnosé, czy ilo$é miejsc zerowych sa marginalne. Abstrahuja oni od
tego, czy patrza na wykres przedstawiajacy dynamike cen akcji na gietdzie, czy
poziomu glukozy u pacjenta. Funkcje ciagta widza raczej jako element przestrzeni
funkcji ciaglych i z wtasno$ci tej ostatniej, a nie z wlasnoéci pojedynczych
funkcji, wnioskuja na przyklad o istnieniu rozwiazan réwnan rézniczkowych.

1.3. Réwnania r6zniczkowe i zasada Banacha

Teraz juz mozemy wyjasni¢ jak zasada Banacha wiaze si¢ z réwnaniami
rozniczkowymi. Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie nastepujacym zagadnieniem,
ktore jest pokrewne, cho¢ nie tozsame z tym stawianym w twierdzeniu Piccarda:
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magjgc dane u € R™ ty € R oraz globalnie lipschitzowskq funkcje f : R™ — R™, to
znaczy takq, ze dla pewnej stalej L i dowolnych v,v' € R™ zachodzi oszacowanie

|f(v) = f(v')] < L|v =),
zbadaé czy istnieje takie h > 0 i taka funkcja x : [to,to + h] — R™, Ze zachodzi
rownoscé
dx
- = ), teltoto+h] (3)
i spelniony jest warunek poczgtkowy x(tg) = u; odpowiedzied tez na pytanie, czy
taka funkcja x jest tylko jedna i jak duze moze byc h.

Wspolczesny matematyk podejmujacy sie tego zadania, stojac na barkach
gigantéw, od ktorych sie ponizszej metody nauczyl, przede wszystkim catkuje
powyzsze rOwnanie, uzywajac przy tym warunku poczatkowego i sprawdza, ze
otrzymana postaé¢ catkowa

t) = u—|—/f(3:(s)) ds, t € [to, to + ],

o ktora przed laty prosil mnie Profesor Bielecki, réwnowazna jest zagadnieniu
wyjsciowemu (sprawdzi¢ to trzeba; w szczegdlnosci istotne jest to, ze ciagla
funkcja x spelniajaca to réwnanie calkowe jest automatycznie rézniczkowalna).
Nastepnie rozwaza omdéwiong wyzej przestrzen Clto,to + h], dla nieznanego mu
jeszcze h, o ktérej wie, ze jest zupelna, oraz odwzorowanie T tej przestrzeni

w siebie, dane wzorem

(T:c)(t)zu—i—/f(:c(s))ds, t € [to, to + h]. ()

Stwierdza takze, ze kazde rozwiazanie wyjéciowego zagadnienia w przedziale
[to, to + h] jest punktem stalym T i odwrotnie. Sprowadziwszy problem do
istnienia punktu stalego, oblicza d(Tz, Ty) = ||Tx — Ty|| w nadziei, ze uda mu
sig¢ zastosowac zasade Banacha. Wychodzi mu

Tz —Ty|| = max /f ds—/f
te[to,t0+h]

— max / [F(2(s)) — f(y(s))]ds

te[to,t(r‘rh]

SL ds < Lh| — 5
it / o) - ds <yl )

Whioskuje zatem, ze na przyklad dla h = J3-, nieréwno$¢ (1) zachodzi (z ¢ = 3)
i notuje, ze na odpowiednio krétkich przedziatach [tg,tg + h] rozwiazanie
postawionego zagadnienia istnieje i jest tylko jedno.

Potem jednak przychodzi refleksja: alez przeciez warto$é v’ = x(to + h) mozna
potraktowaé jako warunek poczatkowy zagadnienia analogicznego, z tg
zamienionym na tg + h, ktére mozna rozwiazac¢ ta sama metoda. To jak bylo
dobrane v nie mialo zadnego znaczenia; wazna byla tylko zaleznos¢ miedzy h i L.
A zatem pierwotne, krotkie rozwigzanie mozna rozszerzy¢ do przedziatu dwa
razy dtuzszego, a potem ta sama metoda do przedzialu dtuzszego trzykrotnie
itd., zob. rysunek 2 (trzeba oczywiscie sprawdzié, ze takie sklejanie rozwiazan
daje rozwiazania, ale to szczeg6l techniczny). To znaczy jednak, ze mozna
znalez¢ rozwiazanie na dowolnie dlugim, danym z géry, przedziale.

I wydaje sie, ze problem zostal rozwiazany. Lecz, jak $piewal Jan Kaczmarek,
wbrak w tym wszystkim elegancji”, a przeciez zdaniem Bernarda Turowicza
y,matematyka jest czedcig kultury”, wiec powinna si¢ elegancja cechowac. Czy
tego nie mozna bylo rozwiazac¢ zgrabniej, bez sklejania i sztukowania? Mozna
byto.
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Szkoda, ze parametru A nie nazwaliSmy -y,
bo mieliby$Smy calag game gamm.

u

nowe u
jeszcze Nnowsze u

to to+h to+2h itd.
nowe ty kolejne tg

Rys. 2. Przedluzanie, sklejanie rozwigzan.

1.4. Norma Bieleckiego
Nalezalo rozwazy¢ norme dana wzorem (zob. [5], zob. tez [11])

[y =  max e )|g(h));
te[to,t0+h]
A > 0 jest tu parametrem, ktéry dobierzemy pézniej. Zauwazmy najpierw jednak,
ze dla A = 0 jest to ,normalna” norma supremum i ze zachodza nieréwnosci
—Xh
e Mzllo < llzlx < lllo-
To oznacza, ze norma || - || jest réwnowazna wyjsciowej. W szczeg6lnoscei ciagi
Cauchy’ego w jednej z nich sa tez ciggami Cauchy’ego w drugiej; podobnie
granice obliczone w kazdej z nich sa takie same. A to implikuje, Ze przestrzen
Clto, to + h] ze zmodyfikowana norma jest nadal przestrzenia Banacha.

Zobaczmy jak w tej nowej normie wyglada rachunek (5). Mamy teraz
t

[To = Tyly = _max o0 / [F(a(s)) — Fly(s))] ds

te[to,t()-'rh
to

t

L  max / e M=) [emA 5 t0) | (5) — y(s)[] ds
te[to,tfr‘rh]
to

t

L
< max L [e ™9 ds|z - < —|lx— .
teltortoth] / lz = yllx /\H ylix

N

to
Mozemy teraz skorzystaé z tego, ze mamy do dyspozycji calg game norm
(indeksowanych \): dobierajac A > L przekonujemy sie, ze T spelnia warunek (1)
zq= % Mamy wiec jeden jedyny punkt staly odwzorowania 7" w kazdej
przestrzeni Clto,to + h] niezaleznie od tego jak duze jest h i problem jest
rozwiazany bez klejenia i indukcji (bez ktérej formalny dowod by sie nie obyl).

Pigkne prawda? Trzeba bylo tylko umie¢ patrzec.

Ja celowo, nieco wbhrew panujacej konwencji, w sformulowaniu zasady Banacha
nie napisalem ,jistnieje ¢”, lecz ,,mozna dobra¢ ¢”, bo doswiadczenie uczy, ze
dobranie ¢ jest czasem niebagatelng sztuka. Podobna sztuka jest, jak widaé,
dobranie normy. To po prostu jest tak, ze nie do kazdego problemu ,normalna”
norma jest odpowiednia: trzeba do niego (i do przestrzeni) dobraé inna.
Podobnie rudowlosa pigkno$é¢, w zaleznosci od tego, jaki ma cel, czasem naklada
sukienke limonkowa, czasem morska, czasem seledynowa, a czasem turkusowa.
Stwierdzenie, ze wkrety wkreca sig¢ srubokretem to banal: chodzi o to,

by wiedzie¢ jaka ten srubokret ma mieé koncowke.

1.5. To wiecej niz sztuczka

Rozdziatl ten wypada zakonczy¢ kilkoma uwagami. Po pierwsze, pomyst
przedstawiony wyzej to znacznie wiecej niz sztuczka i mozna go stosowaé do
zagadnien o wiele bardziej skomplikowanych: dowodzi tego obszerna bibliografia
uczniéw i wspolpracownikow Profesora Bieleckiego oraz adoratoréw jego pomystu
z zupelnie innych osrodkéw niz lubelski (zob. np. [10]; jak tego dowodzi
kwerenda w MathSciNet, norma ta jest do$¢ czesto uzywana w analizie réwnan
rézniczkowych i matematycznym modelowaniu zjawisk naturalnych). Z drugiej
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strony, troche podobnie jak w przypadku nazwiska Banacha przypisywanemu
twierdzeniu o punkcie stalym, sam Profesor, cho¢ zainicjowal teorie punktow
stalych w Lublinie, nie uwazal wynalazku normy za osiagniecie epokowe.
Znacznie bardziej cenil swoje inne wyniki; na Swiecie zreszta tez bardziej jest
znany z redukcji aksjomatow geometrii euklidesowej podanych przez Dawida
Hilberta [3, 4].

Niezaleznie od tego, ze w.w. redukcja byla matematycznym dzietem
nieporéwnywalnie bardziej wyrafinowanym niz prosta w swej istocie modyfikacja
normy, tej ostatniej nie mozna odméwié klasycznej elegancji. Dzis, choé¢ uzywam
norm typu Bieleckiego jako naturalnego, niemal oczywistego narzedzia, wcigz
mam w pamieci ol$nienie, ktorego doswiadczytem widzac chyba pierwszy tak
jaskrawy przyktad myélenia globalnego, calo$ciowego, patrzenia ,z gory”. Nawet
przyttumione latami obcowania z tym pomystem wrazenie estetyczne pozostaje
to samo. A o nim wlasénie jest ten esej.

Czytelnik moze zechcie¢ dla éwiczenia pokazaé, uzywajac poznanych tu metod,
ze dla kazdych funkcji y, z € C[0, 1] istnieje dokladnie jedna funkcja z € C10, 1]
spelniajaca réwnosé

x(t) — /:v(t —8)z(s)ds = y(t), t € 10,1].
0

2. Syn

Ukonczywszy studia (promotorem mojej pracy magisterskiej byl wspomniany
prof. Lasota), rozpoczalem prace na Politechnice Lubelskiej, gdzie moim
przelozonym, a pézZniej promotorem pracy doktorskiej zostal Profesor Kisynski.
Na poczatku chyba nie mialem Swiadomosci, ze jest on uczniem prof. Bieleckiego,
choé¢ o tym, ze znalaztem si¢ w rekach wybitnego matematyka wiedzialem od
poczatku (,wiedzialem” na swoja miare). Profesor Kisynski to jeden

z nielicznych w Polsce erudytéw matematycznych, ktéry pochwali¢ sie¢ moze
powaznymi osiggnieciami w co najmniej kilku odlegtych na pozér dziatach
matematyki; byl cenionym, dogtebnym recenzentem grubo ponad setki
doktoratéw, habilitacji i wnioskéw profesorskich, a jego zdanie cenili sobie
najlepsi z najlepszych. Para si¢ matematyka do dzis, mimo lat 88.

Przez dekady obcowania z dorobkiem Profesora zdazylem si¢ zachwyci¢ kilkoma
jego wynikami wyjatkowe]j urody. By¢ moze nie najbardziej zaawansowanymi

z jego artykuldéw, lecz wlasnie wyrdzniajacymi sie $wiezoScia spojrzenia,
kunsztem doboru narzedzi i koloréw. Polecam chociazby probabilistyczna
formule na rozwiazania abstrakcyjnego réwnania telegrafu [16] i jej
superelegancki dow6d wymagajacy konstrukcji pewnego procesu o przyrostach
niezaleznych w sprytnie zdefiniowanej niekomutatywnej grupie, oraz powalajaca
na kolana algebraiczna postaé¢ twierdzenia Hille’a—Yosidy (o ktérym nieco
powiemy nizej) [17, 18]. Na poczatku zatrudnienia na PL otrzymaltem od
Profesora garsé nadbitek jego prac, z ktérych potem przez lata czerpalem
inspiracje. Chciatbym opowiedzieé¢ o jednej z nich, krétkiej, praktycznie ledwie
trzystronicowej notatce, ktora cytowana jest we wszystkich wspétczesnych
podrecznikach z teorii pélgrup operatorow, a ktéra wtedy na poczatku lat
dziewigédziesiatych zrobitla na mnie chyba najwigksze wrazenie. Nie jest
przypadkiem, ze dotyczy ona zbieznosci pétgrup operatoréw, a ja wiele lat
pézniej opublikowatem w powaznym wydawnictwie grubasny tom po$wiecony tej
teorii i jej zastosowaniom ,w biologii i gdzie indziej” (jak glosi podtytul) [8].

2.1. Teoria poétgrup operatoréow

Nim przejdziemy do zbieznosci, wypada wyjasni¢ czym jest sama teoria pélgrup
operatoréw. Mowiac w ogromnym — ale wygodnym — skrécie, jest to sztuka
przypisywania operatorom ich funkcji wyktadniczych. Oto garsé szczegdlow.
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Rys. 3. Teoria pélgrup to sztuka przypisywania operatorom ich eksponent.

2.1.1. Przypadek operatora ograniczonego

Zacznijmy od przypomnienia, ze operator liniowy A w przestrzeni unormowanej
B nazywamy ograniczonym (lub ciaglym), jesli istnieje taka stala M, ze dla
kazdego u € B zachodzi nieréwnosé

[Au]| < Mjuf,

a najmniejsza taka stala nazywamy norma A i oznaczamy ||A||. Norma ta ma te
wlasno$é, ze dla dowolnych operatoréw ograniczonych A i B w B mamy

[AB| < [lA] | B (6)

Uzbrojeni w te wiedze, zalézmy teraz, ze B ma tak dobrze dobrana norme, iz
staje sie przestrzenia Banacha (to znaczy przestrzenia unormowana zupelna)
i sprobujmy rozwiazaé rownanie rézniczkowe zwyczajne

% ~ Aa(t),  t>0, 1)
z warunkiem poczatkowym z(0) = u, w ktérym A jest danym operatorem
ograniczonym w B, u jest danym wektorem z B, a x : [0,00) — B szukang funkcja
o wartosciach w B.

Ze wzgledu na liniowo$é 1 ograniczono$é A, dla dowolnych v, v’ € B mamy
[Av = AV'|| < [IA]l [lv = '],

a to oznacza, ze (7) stanowczo przypomina (3) (z f(u) = Au), warunek Lipchitza
jest bowiem spelniony ze stala L = || A]|. Jest oczywiscie kilka réznic. Po
pierwsze, tam ostroznie mysleliSmy o krétkim przedziale, na ktérym ma byé
zdefiniowane rozwiazanie, a tu od razu o calej pélprostej, ale w miedzyczasie
przekonali$my si¢ przeciez, ze byla to ostroznos¢ zbedna. Po drugie, tam
my$leliSmy o funkcjach o wartoéciach w R", a tu — w jakiej$ abstrakcyjnej
przestrzeni Banacha i w szczegblnosci piszemy || - || zamiast | - |. Dla naszej analizy
ma to jednak znaczenie drugorzedne. Tak samo jak tam mozemy rozwazyé
przestrzen X funkeji ciaglych okreslonych na przedziale [0, k] i wartos$ciach w B;
okaze sie, ze jest ona przestrzenia Banacha (bo jest nig sama B). Jedli
przypomnimy sobie, ze funkcje ciagte o wartosciach w przestrzeni Banacha
mozna catkowaé w sensie Riemanna i ze tak otrzymana catka ma podobne
wlasnosci jak w przypadku funkcji rzeczywistych, to réwnanie (7) zamienimy na
réwnowazne mu rownanie calkowe, wprowadzimy operator T : X — X dany
wzorem analogicznym do (4) i stwierdzimy, uzywajac normy Bieleckiego, ze
réwnanie to ma dokladnie jedno rozwiazanie w kazdym przedziale [0, k], h > 0.
Rozwiazanie to mozemy otrzymaé¢ metoda kolejnych przyblizen. Przyjmujac na
przyktad, ze poczatkowo x = u, wyliczymy najpierw

(Tz)(t) =u+ f(f Auds = u + tAu, potem

(T?2)(t) = u+ fg A(u+ sAu) ds = u + tAu + 12 A%u i ogdlnie

(Tra)(t) = Sr o L%, n > 1.
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Rozwiazanie (7) dane jest zatem wzorem z(t) = > .7 %u. Otrzymany tu
szereg
0 Lk Ak
tA t"A (8)
= x
k=0
jest oczywiscie uogdélnieniem szeregu potegowego definiujacego funkcje
rzeczywista t — e (por. podrozdzial 1.1), a jego zbiezno$é¢ w sensie normy
operatorowe]j (a wigc mocniejsza niz te, ktéra mamy tu za darmo z rozwazan
poprzednich) mozna uzyskaé z oszacowania (6) (i zupelnosci algebry operatoréw).

Czy w tym ogblnym przypadku funkcja ¢ — e*4 ma nadal wlasnoéci, ktére
zwyklismy uwazaé za atrybuty funkcji wykladniczej? Na pewno zachowuje jedna,
kluczowa, zwana w tym kontekscie warunkiem pélgrupowym (bo méwi on o tym,
ze dodawanie w polgrupie (RT, +) funkcja ta zamienia na mnozenie, sktadanie
operatoréw): dla dowolnych nieujemnych s i t zachodzi réwnosé

e(tJrs)A — etAGSA. (9)

Co za chwile okaze sig istotne, zalezno$é¢ te mozna otrzymaé bez (owszem,
pouczajacych, ale nieprzydatnych w sytuacjach, o ktérych bedzie mowa pdzniej)
rachunkéw na szeregach potegowych, opierajac sie¢ na udowodnionej wczesdniej
jedynosci rozwiazan réwnania (7). Czym bowiem jest, dla ustalonych s > 0

i u € B, funkcja x(t) = ete*Au? Jedynym rozwiazaniem réwnania (7)

z warunkiem poczatkowym x(0) = e*4u. Ale funkcja y(t) = e'“u réwniez
rozwiazuje to réwnanie (z innym warunkiem poczatkowym), wiec rozwiazuje je
réwniez z(t) = ey, a mamy 2(0) = e*4u. To dowodzi, ze z(t) = z(t), co
wobec dowolnosei u jest réwnowazne (9).

Nim przejdziemy do znacznie wazniejszego przypadku, gdy A nie jest operatorem
ograniczonym, ztakniony konkretéw Czytelnik moze zechcie¢ sprawdzié, ze jesli
za B przyjmiemy znang nam juz przestrzen C[0, 1] funkcji ciaglych na [0, 1]

(o wartosciach rzeczywistych), ze standardowa norma supremum, i majac dane
rzeczywiste parametry a > 0 i p € (0, 1] zdefiniujemy A w tej przestrzeni wzorem
[Au|(T) = au(pT), to formula (8) da nam

[etu) (1) = e Eu(p™N 1), t>0,7€[0,1],2 € C[0,1];

N(t) jest tu zmienng losowa o rozkladzie Poissona z parametrem at, a E oznacza
wartosé oczekiwana.

2.1.2. Przypadek ogdlny

Rozumowanie z poprzedniego podrozdziatu wskazuje, ze charakterystyka
operatora A, ktéra pozwala zdefiniowaé jego eksponente nie jest jego
ograniczonosé, lecz dobre wlasnosci rozwiazan réwnania (7). To bardzo
szczesSliwy ,zbieg okolicznosci”, ktory umozliwia duza klase rownan
rézniczkowych czastkowych i czastkowo-catkowych traktowaé jako réwnania
rézniczkowe zwyczajne, tyle ze w przestrzeniach Banacha.

PrzesledZzmy to podejscie na przyktadzie najprostszego chyba réwnania
rézniczkowego czastkowego, jakim jest

8:1:((;; ) _ aazéi’ﬂ, t>0,7 €R, (10)
w ktérym a jest stala dodatnia, a x szukana funkcja dwoch zmiennych: ¢ i 7.
Zupelnie elementarne rozwazania pozwalaja stwierdzi¢, ze jesli zazadamy
dodatkowo, by (0, 7) = u(7),7 € R, przy czym u jest dang funkcja klasy C?!, to
unikatowe rozwigzanie dane bedzie wzorem

x(t, ) = u(T + at).

Zmienmy jednak punkt widzenia na to réwnanie: zamiast widzie¢ x jako ciagta
funkcje dwoéch zmiennych, uwazajmy raczej, ze jej argumentem jest jedynie ¢,
tyle tylko, ze jej wartoSciami sa funkcje ciggle argumentu 7. By skupi¢ uwage na
konkrecie (a wybdr jest tu do$é szeroki) rozwazmy przestrzen B = C[—o0, o0]
rzeczywistych funkcji ciaglych u, zdefiniowanych na calej osi, ktére maja granice
w plus i minus nieskonczonosci i wyposazmy ja w standardowa metryke
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Wiele lat temu, wspomniany tu prof.
Lasota napisal wlasnie ten wzor na
tablicy jako wstep do tego czego chciat
mnie nauczyé. Nic z tego wtedy nie
zrozumialem, ale za to zapamietatem.

supremum: ||u|| = sup,¢p |u(7)| (istnienie wspomnianych w definicji B granic
powoduje, ze supremum to jest skonczone) dzieki czemu stanie sie przestrzenia
Banacha. O z my$limy wiec jako o funkcji ciaglej o wartosciach w B, a réwnanie
(10) widzimy jako przyklad (7) z nieograniczonym operatorem A danym wzorem

du
Au=a— 11
u=ao—, (11)
na ktérego dziedzine D(A) skladaja sie te funkcje u, dla ktérych pochodna %
istnieje i jest elementem B (sprawdzenie, ze jest to istotnie operator

nieograniczony pozostawiam Czytelnikom).

Oczywiscie takie postawienie sprawy zmienia zupelnie postaé rzeczy:
w zmodyfikowanym réwnaniu od rozwiazan oczekujemy wiecej niz

es . am(tﬂ') .. .. .
w wyjsciowym. Na przyklad == nie jest juz po prostu punktowa granica
+(x(t+ h,7) — x(t, 7)), lecz granica jednostajna wzgledem 7, bo myslimy teraz
o zbieznosci ilorazéw réznicowych w sensie normy w B. Na szczescie jesli
u € D(A), to mozna sprawdzié¢, korzystajac z jednostajnej ciaglodci %, ze
definiujac

[2(O)(r) = u(r + at) (12)

(i nadladujac tym samym rozwiazania zwykle) rzeczywiscie otrzymujemy
rozwiazanie (7) z A danym wzorem (11). Co wigcej, skoro rozwiagzanie
»zwyklego” réwnania bylo tylko jedno, to i tu nie ma innych.

Zwr6émy uwage, ze we wzorze (12) mamy de facto do czynienia z operatorem
T'(t) danym zaleznoscia [T'(t)u](7) = u(r + at), T € R, ktdrego dziatanie

w przestrzeni B sprowadza sie do przesuwania wykresu w lewo o at. Rodzina
operatoréw T'(t),t > 0 ma te wlasnoéé, ze przeksztalca D(A) w siebie, a jedynosé
rozwigzan, jak w poprzednim podrozdziale, pozwala stwierdzi¢, ze
Tt)T(s)u=T(t+ s)u dla u € D(A) (mozna to tez oczywiscie sprawdzié
bezposrednio, ale to mniej pouczajace). Operatory T'(t) sa jednak ograniczone, co
jest odbiciem ciaglej zalezno$ci rozwiazan rozwazanego przez nas réwnania (7) od
warunku poczatkowego, a zbiér D(A) jest gesty w B. To powoduje, ze otrzymana
zalezno$é mozna rozszerzy¢ na wszystkie v € B. A zatem, analogicznie jak w (9),

THT(s)=T(t+s), 5,t > 0. (13)

Rodzina operatoréw ograniczonych T'(¢),t > 0 zdaje sie wiec by¢ eksponenta
jakiego$ operatora, a naturalnym kandydatem jest oczywiscie operator pierwszej
pochodnej. Az korci, by napisa¢:

[t *Ful(r) = T(B)u(r) = u(r +at),  t>0,7€R, (14)

co znaczy stowami tyle, ze eksponentg operatora pochodnej jest rodzina
operatoréw translacji.

O tym, ze eksponenta ta pochodzi od operatora pierwszej pochodnej mozna tez
sie przekonaé inaczej. Jak bowiem otrzymac ograniczony operator A z funkcji
wykladniczej danej wzorem (8)7 Obliczajac jej pochodna w punkcie ¢ = 0.

W interesujacym nas przypadku raczej istnienia tej ostatniej nie ma co oczekiwac
dla kazdego u € B, ale mozemy pomysle¢ o operatorze G, zwanym zwykle
generatorem, danym wzorem

Gu = tl—i>%1+ T (t)u — u) (15)

dla tych i tylko dla tych u, dla ktérych granica po prawej stronie istnieje. Niezbyt
skomplikowana analiza dowodzi, ze operator G jest toZsamy z rozwazanym wyzej
A= adiT (w szczegblnosci ich dziedziny sa identyczne), a to juz powinno
przekona¢ nawet najwiekszych sceptykéw.

Swoja droga wzor (14) mozna tez wydedukowaé inaczej, byé moze naiwnie, ale za
to pieknie. Zamykajac oczy na fakt, ze operator a% nie jest ograniczony,
zastosujmy do niego wzér (8). Otrzymamy, przy zalozeniu, ze wszystkie

pochodne w istnieja:
t
e Fu) (r) = Y ——u®(7),

k!
k=0



a jesli rozpoznamy po prawej stronie rozwiniecie Taylora, przekonamy sie
ponownie o prawdziwosci (14).

Ale dosé o jawnych wzorach i o tym przykladzie. Mial on nas tylko nauczy¢, ze
mozna zbudowaé eksponente operatora A dzialajacego w przestrzeni Banacha B,
jesli spelnione sa nastepujace warunki: dla u z dziedziny A réwnanie

d

T”;:Ax(t),t>o, 2(0) = u € B,
ma jedno i doktadnie jedno rozwiazanie, ktére w sposéb ciagly zalezy od u
(w kazdym punkcie czasu t), a do tego dziedzina ta jest gesta w przestrzeni B.
Uwazny Czytelnik zauwazy, ze tych i tylko tych wlasnosci abstrakcyjnej wersji
réwnania (10) uzyliSmy w powyzszej analizie.
Natomiast Czytelnik, ktéry nie lubi mie¢ wszystkiego podanego na tacy i sam
chcialby co$ od czasu do czasu obliczyé¢, moze zechcieé¢ sprawdzié, ze operatory
T(t),t > 0 dane w przestrzeni C[0, 1] wzorem

1+r1e?
[T()ul(r) = ———
sa eksponenta pewnego operatora, to znaczy spelniaja warunek (13). Nieco
wiecej samozaparcia wymaga sprawdzenie, ze operatorem tym jest G
(zdefiniowany wzorem (15)), ktéry mozna opisaé¢ nastepujaco. Na jego dziedzine
skladaja sie funkcje u € C0, 1] o tej wlasnosci, ze pochodna odwzorowania
7 — (14 7)u(r) istnieje dla wszystkich 7 € (0, 1] oraz zachodzi warunek
lim, o4 T=L[(1 4+ 7)u(7)] = 0. Ponadto, dla takich w,
-7 d

LS+, e 1)

u(re™), z € C[0,1],7 €[0,1],t >0

[Gu](0) = 0 oraz [Gu](T) =

2.1.3. Twierdzenie Hille’a—Yosidy

Podrozdziat ten wypada mi zacza¢ od dwéch wyznan. Po pierwsze, troche, ale
tylko troche, oszukiwalem. Warunek (13) nie wystarcza, by rodzine T'(t),t > 0
uznaé za eksponente jakiegos operatora. Do tego trzeba jeszcze, by dla kazdego
u € B,

}LII(I) Ttu=mu (16)

(swoja droga, warunek ten wraz z (13) implikuje, ze funkcja ¢t — T'(t)u jest dla
kazdego u ciagla na calej p6losi). Na szczescie we wszystkich opisanych wyzej
przypadkach, wlaczajac w to zadania, ten dodatkowy, naturalny, warunek jest
spelniony. Nie wspominatem o nim na razie, by nie psué logiki wywodu.
Po drugie, opisany w poprzednim podrozdziale sposéb budowania eksponenty,
mimo iz przemawia do intuicji, jest w istocie bezuzyteczny. Bo przeciez chodzi
0 to, bySmy sobie radzili z rownaniami, ktérych nie potrafimy rozwiaza¢ innymi
metodami, a nie z tymi, ktore juz rozwiazywac¢ umiemy. Co wiecej, malo ktére
rownania daje si¢ rozwiazac jawnie, a czasami chcielibysmy wiedzieé¢, patrzac
tylko na operator, co$ o zwiazanym z nim réwnaniu (a nie odwrotnie).
Chcieliby$Smy mianowicie wiedzie¢, patrzac tylko na operator, czy rownanie to
ma dobre wlasnosci, wymienione pod koniec poprzedniego podrozdziatu. Jawny
wzOr na eksponente nie jest nam zwykle potrzebny.
Krokiem w tym kierunku jest fundamentalne twierdzenie Hille’a—Yosidy, ktére
pozwala stwierdzi¢, czy z danym operatorem A zwiazana jest eksponenta, na
podstawie analizy tak zwanego rownania rezolwenty dla A. W tym ostatnim
majac dane v € B oraz A € R szukamy takiego u € D(A), ze

A — Au = v. (17)

Nim jednak twierdzenie to przedstawie musze zaczaé¢ od tego, ze potaczone
warunki (13) i (16) implikuja istnienie takich stalych M > 11w € R, ze
T ()] < Me*t, t>0.
Sprytna zmiana normy (na réwnowazna) polaczona z ,przesunigciem” generatora
pétgrupy o wielokrotnosé operatora identycznosciowego pozwala jednak
sprowadzi¢ kazda z pélgrup z osobna do sytuacji, gdy
IT®| <1, t>0.
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Dla takich pélgrup, zwanych pélgrupami kontrakeji (a jest ich wyjatkowo duzo
chociazby w teorii proceséw stochastycznych) twierdzenie Hille’a—Yosidy
formuluje sie wyjatkowo zgrabnie i prosto.

Moéwi ono mianowicie, ze
dla operatora A istnieje eksponenta spelniajgca warunek

e <1,  t>0

wtedy i tylko wtedy, gdy jego dziedzina D(A) jest zbiorem gestym w B oraz dla
kazdego v € B i A > 0 istnieje dokladnie jedno rozwigzanie u réownania rezolwenty
(17), a do tego zachodzi mieréwnosé ||Mul|| < ||v]|.

Jesli zalozenia twierdzenia Hille’a—Yosidy sa spelnione, to operator
przyporzadkowujacy prawej stronie rownania rezolwenty jego rozwiazanie
nazywamy rezolwenta (lub poprawniej: operatorem rezolwenty) i oznaczamy
(A — A)~'. Tak wiec rozwigzaniem réwnania rezolwenty jest (A — A) ™'
kazdego A > 0 zachodzi nieréwnosé

INA-A)TTI< L

vidla

Podkreslmy raz jeszcze, ze twierdzenie Hille’a—Yosidy, cho¢ podaje aproksymacje
eksponenty operatora A poprzez pewne funkcje operatoréw rezolwenty, zwykle
nie prowadzi do jawnej jej postaci, stwierdza tylko jej istnienie.

Popatrzmy na przyklad w naszej ulubionej przestrzeni C10, 1], ktéry przyda nam
sie za chwile. Dla kazdego naturalnego n, dziedzine operatora A,, definiuje jako
zbiér tych u € C[0, 1], ktére maja ciagla pochodna i spelniaja ,warunek
brzegowy”
nu'(1) = u(0) — u(1),
a sam operator zadaje wzorem A,u = v’ (prim oznacza tu pochodna). Twierdze,
ze kazdy z tych operatoréw ma swoja eksponente (specjaliSci méwia: jest
generatorem pélgrupy). W tym celu sprawdzam najpierw, ze dla kazdego A > 0 i
v € C[0, 1] réwnanie rezolwenty ma dokladnie jedno rozwiazanie. Mamy tu do
czynienia z niejednorodnym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym pierwszego
stopnia Au(7) — u/(1) = v(1), T € [0, 1]. Jego rozwiazanie ogdlne ma postaé
T
u(r) = Ce — /e’\(T_“)v(o) do, (18)
0

w ktorej C jest dowolng stala rzeczywista, ale warunek brzegowy wymusza
nu(l) 4+ (nA +1) 01 M=) y(0) do
(nA+1)er—1 '

dobér innego C' sprawilby, ze u przestatoby by¢ elementem dziedziny A,,. Tak
wiec rozwiazanie jest rzeczywiscie tylko jedno.

C=C, = (19)

Ale to jeszcze nie koniec. Musimy jeszcze pokazaé, ze ||Au|| < [Jv]]. W tym celu
przypomnijmy, ze funkcja 7 — |u(7)|, bedac ciagla, osiaga swoje maksimum
w pewnym punkcie 19 € [0, 1]; bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze u(rg) > 0
(w przeciwnym przypadku rozwazamy —u). Jesli 7o jest punktem wnetrza, to
u'(10) = 0. Jesli 79 = 1 to z jednej strony u/(79) > 0, a z drugiej, ze wzgledu na
warunek brzegowy, u'(1) < 0, co dowodzi, ze i w tym przypadku v’ (79) = 0.
W ostatnim przypadku, gdy 7o = 0, mamy u'(79) < 0, tak wiec zawsze
u'(70) < 0. Stad

[Aull = sup [Au(7)| = (o) < Au(mo) — v (10) = v(r0) < sup [v(7)] = ||v]l,

7€[0,1] 7€[0,1]

co koniczy dowdd. (Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze dziedzina A jest zbiorem
gestym w C[0, 1]).

Warto tu podkresli¢, ze — tak jak w tym przykladzie — czesto (17) jest réwnaniem
rozniczkowym zwyczajnym, ale na podstawie jego analizy twierdzenie
Hille’a—Yosidy pozwala wyciaga¢ wnioski o réwnaniach na przyklad czastkowych.
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2.2. Twierdzenie o zbieznosci eksponent

Pierwsza, fundamentalna, monografia dotyczaca teorii pélgrup operatordw, piéra
E. Hille’a, ukazala sie w 1948 roku [12]. Ani w niej, ani w jej drugim wydaniu
[13], ktérego wspdlautorem byt R.S. Phillips, nie znajdziemy odpowiedzi na
pytanie kiedy ciag funkcji wykladniczych jest zbiezny. Powdd jest prozaiczny, bo
pierwszej odpowiedzi na nie udzielili niezaleznie i réwnoczesnie H.F. Trotter

i J. Neveu dopiero w roku 1958 [20, 21]; T. Kato uzupelnit luke w rozumowaniu
Trottera rok pdzniej [14].

Rys. 4. Zbiezne eksponenty.

Zadajmy to pytanie doktadniej. Majac funkcje wykladnicze et4n, ¢t > 0
pochodzace od operatoréw A,,n > 1 zdefiniowanych w przestrzeni Banacha B,
7 ktérych kazda spelnia warunek |[e?4 || < 1 chcieliby$émy wiedzie¢, kiedy dla
kazdego u € B it > 0 istnieje granica
T(t)u := lim e*ry
n—oo

i jest jednostajna wzgledem ¢ w ograniczonych podprzedziatach [0, 00).

Zauwazmy od razu, ze ze wzgledu na to, iz po prawej stronie w powyzszym
wzorze wystepuja eksponenty, graniczne operatory musza spelnia¢ warunek (13).
Ponadto, wobec faktu, ze funkcje ¢t — e*4nu sa ciggle, a zbieznoéé¢ ma byé
jednostajna, graniczna funkcja ¢t — T'(t)u tez musi by¢ ciagla. Innymi stowy tego
typu granica funkcji wykltadniczych musi sama by¢ funkcja wyktadnicza. Tak
wiec réwnowaznie mozemy zapytac, kiedy istnieje taki operator A, ktéry ma
swoja funkcje wyktadnicza, ze

ey = lim e

n—oo

tAn gy, (20)

jednostajnie wzgledem t, jak wyzej.

Odpowiedz Trottera i Neveu brzmi nastepujaco:
potrzeba do tego i wystarcza, by dla kazdego A > 0 i v € B istniala granica

Ryv:= lim (A — An)fl v, (21)

oraz by obraz kazdego z operatoréw Ry, A > 0 (ktory jak sie okazuje, jest wspolny
dla nich wszystkich) byl gesty w B.

Koniecznos¢ wspomnianych warunkéw jest dosé oczywista jesli sie¢ wie, ze
rezolwenta operatora A, laczy si¢ z jego eksponenta wzorem

o0
(A= Anf1 v = /e_)‘tetA"v dt.

0
Istotnie, istnienie granicy (21) jest wnioskiem z powyzsze] zaleznosci, (20)
i twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej (ktére jest réwniez
prawdziwe dla calek z funkcji o wartosciach wektorowych). Ze wzoru tego widaé
takze, ze Ry musi w istocie by¢ réwne (A — A)_l, a przeciez obrazem kazdego
operatora (A — A)_l jest dziedzina A, ktora jest gesta w B, co uzasadnia
koniecznosé drugiego warunku (to, ze (A — A) ™" przeksztalca B w D(A) jest
oczywiste, bo (A — A) "' v, jako rozwigzanie réwnania rezolwenty, jest elementem
D(A); skoro jednak dla kazdego u € D(A), v := Au — Au moze by¢ prawa strona
w réwnaniu rezolwenty, obrazem (A — A)”" jest cala dziedzina A).

12



Dostatecznosé¢ jednak to zupelnie inna sprawa: prace Trottera i Neveu sg diugie
i skomplikowane. Co wiecej, w rozumowaniu Trottera jest luka, ktéra musiat
uzupetni¢ Kato; Neveu mial troche tatwiej, bo zajmowal sie nieco mniej ogdlna
sytuacja niz Trotter.

Mingto 10 lat nim pojawil sie nowy dowdd, o ktérym pisze w kolejnym
podrozdziale. Nim jednak do niego przejdziemy popatrzmy na proste
zastosowanie twierdzenia Trottera—Kato—Neveu.

Zapytajmy mianowicie, czy da sie co$ powiedzie¢ o granicy eksponent operatoréw
A, zdefiniowanych pod koniec podrozdziatu 2.1.3. Odpowiedz, zgodnie
z omawianym twierdzeniem, kryje si¢ w rezolwentach A,,, a z analizy
przeprowadzonej w podrozdziale 2.1.3 wiemy, ze funkcja u := (A — A,) " v jest
dana wzorem (18) z C' = C), podanym we wzorze (19). Gdy n — oo, stala C,
dazy do
v(1) + A fol 1=y (g) do

Aer ’
skad wnioskujemy, ze istnicje granica (A — A,,) "' v i jest réwna funkcji u
zdefiniowanej wzorem (18) z C' danym jak wyzej. To dowodzi pierwszej czesci
zalozen twierdzenia Trottera—Kato—Neveu.

C:

By dowies¢ drugiej, zdefiniujmy operator wzorem Au = u’ na dziedzinie zlozonej
z u € C0, 1], ktére maja ciaglte pochodne i dodatkowo spelniaja warunek
u’(1) = 0. Rachunki analogiczne do przeprowadzonych w podrozdziale 2.1.3
dowodza, ze rozwiazaniem rownania rezolwenty dla tego operatora, to znaczy
réwnania Au — Au = v, jest funkcja u zdefiniowana wzorem (19), ze stala C
wyliczona kilka linijek wyzej. Inaczej méwiac mamy
lim (A—A,) "o=A—4)"u
n—oo
W szczegblnosci widzimy, ze operatory Ry ze wzoru (21) pokrywaja sie
z operatorami (A — A)fl, a skoro obrazem kazdego z tych ostatnich jest
dziedzina A, ktoéra jest zbiorem gestym, druga czes¢ zalozen twierdzenia
Trottera—Kato—Neveu jest rowniez spelniona. Zadanie zostato rozwiazane:
udowodnilismy, ze
lim e'4mu = ety
n—oo
dla kazdego t > 0 i u € C[0,1], choé, co warto pokredli¢ raz jeszcze, wcale nie
znamy postaci et4r.

Jest to wynik czysto analityczny, warto chyba tez jednak wyjasni¢, co nam sie
udalo udowodnié¢ w jezyku proceséw stochastycznych. Nie wspominatem o tym
wczesniej, ale eksponenty operatorow, szczegdlnie te ztozone z kontrakeji

w przestrzeniach funkcji ciaglych, opisuja procesy losowe (prosty przyklad
widzieliémy w podrozdziale 2.1.1). Tak jest tez i tu. Operator A,, opisuje losowy
ruch wedlug nastepujacych zasad: czasteczka startujaca w 7 € [0,1) porusza sie
w prawo z predkoscig réwng 1, az do momentu, gdy dotrze do 7 = 1. Tu czeka
przez wykladniczy czas z parametrem n ' nim skoczy z powrotem do 7 = 0, skad
rusza znéw w prawo i tak w koto Macieju (tudziez dookota Wojtek). Gdy n — oo,
czas oczekiwania w 7 = 1 staje si¢ jednak coraz dtuzszy, az w granicy staje sie
nieskonczony: w procesie opisywanym przez A czasteczka dotarlszy do 7 =1
pozostaje tam na zawsze. Twierdzenie graniczne, ktore uzyskaliSmy powyzej
moéwi o slabej zbieznosci proceséw zwiazanych z A,, do procesu zwigzanego z A.

2.3. Metoda Kisynskiego

Wréémy do pochodzacego od Profesora Kisynskiego dowodu twierdzenia

o zbieznosci [15], bo to on jest gléwnym tematem tej czesci tekstu. Jak
pamietamy, dowody Trottera i Neveu sa dtugie i skomplikowane. Przypominaja
wedréwke przez dzungle, w ktorej trzeba z maczeta przedzieraé sie przez zywy
gaszcz. Co prawda przewodnicy (Trotter i Neveu) sa przed nami, ale upal nam
doskwiera, koszula lepi si¢ do spoconych plecow, plecak ciazy, a komary tna
niemitosiernie. W koncu docieramy do miasta Aztekéw, ale szczegdly wedréwki
ze zmeczenia zacieraja nam si¢ w pamieci i weale nie mamy pewnosci, ze sie nam
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ono nie $ni. Dowdd Profesora Kisynskiego, jesli mamy tu szukaé turystycznych
analogii, polega na tym, by wzbi¢ sie w powietrze helikopterem i stwierdzi¢
jednym rzutem oka, iz $ciezka, ktora dazymy rzeczywiscie prowadzi do
Teotihuacan.

Albo inaczej: Czytelnik zapewne spotkal sie z dowodami twierdzen z planimetrii,
ktore sprowadzaja si¢ do ilustrujacego dobrze sytuacje rysunku (taki rysunek
wymaga kunsztu!) i podpisu ,Patrz!”. Tu jest wlasnie tak.

Autor méwi nam w zasadzie co nastepuje. Zalézmy, ze spelnione sa zalozenia
twierdzenia Trottera—Kato—Neveu dla operatoréw A,,n > 1 zdefiniowanych

w przestrzeni Banacha B. Rozwazmy przestrzen c¢(B) zbieznych ciagéw (un)n>1

o wartoéciach w B; z norma ||(un)n>1|| = sup,,>q [[unll jest to przestrzen Banacha.
Twierdze, ze operator A w ¢(B), ktérego dziedzina sa takie (uy)n>1, ze dla
kazdego n, u, € D(A,) oraz (Ayun), s, € c¢(B), a ktéry zdefiniowany jest wzorem

A(un)nZI = (A’ﬂun)n>1 )

ma swoja eksponente. Jesli potraktowaé dowdd tego faktu jako analogie
wspomnianego wyzej rysunku, to pod nim wystarczy napisa¢ owo ,,Patrz!”.

Ale idzmy po kolei i najpierw pokazmy, ze operatory e, ¢ > 0 istnieja.
Potrzebny bedzie nam do tego elementarny fakt, ze jesli B,,,n > 1 sa takimi
operatorami ograniczonymi w B, ze dla kazdego u € B istnieje granica

Bu :=lim, o, Bru, a (vn)n>1 jest ciagiem dazacym do granicy v, to istnieje
takze granica lim, .o B,v, i réwna jest Bv. W naszym przypadku oznacza to,

ze dla kazdego (vn),,, € ¢(B) ciag ((/\ —A)7! ’Un) . jest elementem ¢(B).

Pomyslmy teraz o réwnaniu rezolwenty dla A. Majac dany ciag (vn),,, € ¢(B)

i1 A > 0 szukamy takiego (un)n>1 € D(A), by A(un)n>1 — A(un)nz1 = (vn),5,-
Pamigtajac, ze AUy )n>1 = (Anun), >, i poréwnujac wspélrzedne wystepujacych
tu ciagéw widzimy, ze jedynym mozliwym rozwigzaniem jest (uy)n>1 zlozony
zun = (A — Ap) ' vn,n > 1. Czy taki ciag jest elementem dziedziny A? Tak: dla
kazdego n, wektor (A — A,) " v, jest elementem D(A,) i (wobec faktu, ze

AN — An)fl vp — A (A — Anf1 Up = v,) mamy

(An (A—A,)"" ’Un) = (()\ S Un)n>1 = (Un)p> -

Drugi z ciagéw po prawej stronie nalezy do ¢(B) z zalozenia, a o tym, ze do ¢(B)

nalezy pierwszy, wiemy z uwagi poczynionej wyzej. To zas dowodzi, ze

(An A—A,)"" vn) réwniez nalezy do ¢(B), a zatem (()\ — A vn)
n>1

nalezy do dziedziny A. Otrzymaliémy jedno jedyne rozwiazanie réwnania
rezolwenty dla A.

nz

n>1

Mamy ponadto
‘/\ ((/\ —A)! vn)

co — na podstawie twierdzenia Hille’a—Yosidy — prawie dowodzi juz, ze A ma
eksponente. Prawie, bo jeszcze nie dowiedliSmy, ze dziedzina A jest gesta w ¢(B).
Jesli jednak uswiadomimy sobie, ze wystarczy wykazacd, iz gesty jest zbidr ciagow
postaci

-1
=sup [[A(A—An) " v <sup [Jvnll = || (Un)n>1 P

nz=l n>1 n>1

(()\ A vn)

w ktorej A jest ustalone, a zmieniaja sig (vn),,>; € ¢(B), to luke t¢ uzupeinimy
tatwo manipulujac epsilonami, druga czescia zalozenia twierdzenia
Trottera—Kato—Neveu i faktem, ze kazda z dziedzin D(A,,) jest zbiorem gestym.
I juz.

n>1 ’

To teraz przejdzmy do ,,Patrz!”. Ot6z twierdze, ze eksponenta operatora A jest

dana wzorem
t.A( etAn

€ Un)n}l = ( un)n>1 . (22)

Zalezno$¢ ta jest zapewne bardziej oczywista dla Czytelnika niz dla mnie,
sprobujmy ja jednak krotko uzasadnié. Obliczmy transformate Laplace’a funkcji
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t = e (u,)n>1, a nastepnie do wyniku zastosujmy operator P,, ktéry ciagowi
(Un)ps1 € ¢(B) przyporzadkowuje v,, € B. Wyjdzie nam

Py (A= A) " (un)ysy = Pa (()\ — A7 un) = (=4 u,. Wynik ten

jest jednak transformata Laplace’a funkcji ¢ — et4nv,,. Ze wzgledu na to, ze dwie
funkcje ciggle (takze te o warto$ciach wektorowych) nie moga si¢ od siebie r6znié
jesli jednakowe sg ich transformaty Laplace’a, n-ta wspolrzedna etA(un)n>1 musi

by¢ réwna et4ru,, co konczy dowdd.

Jak sie ma wzér (22) do twierdzenia o zbieznoéci? Wiemy, ze operator e

przeksztalca ciagi zbiezne w zbiezne, a zatem (etA"un)n>1 jest zbiezny dla
kazdego (un)n>1 € ¢(B), a wiec takze dla kazdego ciagu stalego (jednostajnosé
zbieznosci tez mozna sobie wydedukowad). Po prostu: ,,Patrz!”.

Na zakonczenie zadajmy sobie pytanie: ,Czy to tylko piekna sztuczka?”. O nie.
To cos$ znacznie wiecej. Przede wszystkim metoda ta pokazala, ze twierdzenie
Trottera—Kato—Neveu jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Hille’a—Yosidy,
tyle tylko, ze w dobrym przebraniu. Po drugie, wskazata kluczowy dla analizy
obiekt, ktérym jest operator A i przy okazji rzucila zupelnie nowe $wiatlo na
zalozenia twierdzenia o zbieznoéci: pierwsza ich czes¢ pozwala znalezé
rozwiazania réwnania rezolwenty dla A (i udowodnié¢ kluczowe oszacowanie),
druga za$ — dowiesé, ze A jest gesto okreslony.

Jak kazda dobra metoda pozwolila tez rozwiazaé zagadnienia, o ktorych piszac
swoja prace Profesor Kisynski nie mégl wiedzie¢. Otéz w 1970 roku T.G. Kurtz
zastanawial si¢ [19] co sie stanie, jesli druga czes$é zalozen twierdzenia
Trottera—Kato—Neveu nie bedzie spelniona (to znaczy obraz Ry nie bedzie gesty)
i udowodnil, ze wtedy — choé nie wiadomo, czy zbiezne beda same eksponenty —
zbiezne beda ich catki. Mam na mysli to, ze dla kazdego v € B i ¢t > 0 istnie¢
bedzie granica

t

lim e’y ds.

n—oo

0

Efekt ten wydawal sie jednak dziwny, nie do konca wythumaczony.

Mineto kolejnych kilkanascie lat nim W. Arendt udowodnil [1], Ze jesli operator
A spelnia wszystkie zalozenia twierdzenia Hille’a—Yosidy poza gestoscia
dziedziny, to — cho¢ swojej eksponenty nie ma — zwiaza¢ z nim mozna rodzine
U(t),t > 0, ktéra nasladuje calke z takiej — nieistniejacej — eksponenty (zob. tez
[2]). Poprzez operator A ma to bezposrednie przelozenie na twierdzenie

o zbieznosci. Ot6z jak juz tlumaczyltem wyzej, jesli spelniona jest tylko pierwsza
czesé zalozen twierdzenia Trottera—Kato—Neveu, to dziedzina A nie musi by¢
gesta, ale rozwiazania rownania rezolwenty dla A sa jednoznacznie wyznaczone
i spelniaja oszacowania takie jak w twierdzeniu Hille’a—Yosidy. Twierdzenie
Arendta pozwala zatem zwiazaé z A wspomniana wyzej rodzine udajaca catke
z eksponenty, nazwijmy ja U(t),t > 0. Czytelnik zapewne sie domysla, ze

t

U (Uun)n>1 = /eSA"un ds ,
0 n>1

co pieknie ttumaczy tajemniczy wynik T.G. Kurtza.

Dla mnie jednak najwazniejsze zostaje wrazenie estetyczne i powracajace
pytanie: jak na co$ takiego mozna wpasé!?

3. Wnuk

Zagadnienie, ktore chce oméwié w ostatniej czesci tego eseju siedzialo we mnie
ponad 20 lat nim znalazlo zaskakujaco proste rozwiazanie. Zacznijmy jednak od
poczatku.
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Zachowuj¢ tu terminologi¢ W. Fellera,

a raczej tlumacza jego monografii,
zastuzonego dla polskiej probabilistyki

R. Bartoszynskiego. Zanotujmy jednak, ze
dzi$ czesciej méwi si¢ o ruchu Browna
»zabitym”, przymiotnik ,pochlaniajacy”
rezerwujac dla przypadku, gdy czastka
dotartszy do T pozostaje tam na zawsze;
rozréznienie to subtelne, ale istotne.

3.1. O niebezpieczenstwach zwigzanych z czytaniem

Jeszcze w czasie studidw matematycznych kupitem kiedy$ w ksiegarni za $mieszne
zupelnie pieniadze drugi tom monografii W. Fellera ,Wstep do rachunku
prawdopodobienstwa.” Céz to za wspaniata ksiazka! Ilez w niej skrzacych sie
najrézniejszymi odcieniami diamentow intelektu! Ale trzeba uwazaé, bo czytanie
jej nie uchodzi zupelnie bezkarnie: niektére problemy moga dreczy¢ latami.

By nie by¢ golostownym: na stronach 305-306 Feller analizuje rownanie opisujace
ruch Browna na prawej pélosi z ekranem pochlaniajacym w zerze. Méwiac
doktadniej, chodzi o ruch chaotyczny, w ktérym czasteczka wedruje losowo po
prawej poélosi, a dotarlszy do zera znika. Réwnanie na gesto$é x(¢, -)
prawdopodobienstwa znalezienia czasteczki w czasie t w réznych miejscach
prawej poétosi wyglada tak:

dx(t,7)  10%x(t,7)

o 2 or2 7

zakladamy przy tym, ze znana jest poczatkowa gestosé rozktadu z(0,7) = u(r)
(tak wiec prawdopodobiefistwo, ze czasteczka w czasie ¢ znajduje si¢ w obszarze
O wynosi [, z(t,7)dr). Wymaganie, by x(t,0) = 0 dla wszystkich ¢t > 0, zwane
warunkiem brzegowym, odpowiada podanemu tu wyzej opisowi méwiacemu, ze
czasteczka dotknawszy 7 = 0 znika; samo réwnanie czastkowe jest zas
dokladniejszym opisem natury ruchu chaotycznego w miejscach 7 > 0, a jego
szczegolowa analiza znacznie wykracza poza ramy tego szkicu.

x(t,0) =0, t,7 >0, (23)

Rys. 5. Metoda odbicia.

Do rozwiazania réwnania (23) Feller uzywa metody odbicia, ktéra — jak pisze —
wprowadzil Lord Kelvin. Jej punktem wyjscia jest fakt, ze znamy jawny wzor na
rozwiazanie analogicznego do (23) réwnania

dx(t,7)  10%x(t,7)

o 2 oz’

ktére rowniez opisuje rozktady ruchu Browna, tyle ze odbywajacego si¢ na catej
osi (prosze zwrécié uwage, ze tu 7 € R a poprzednio 7 > 0), a wiec bez ,brzegu”
i ,czarnej dziury” w 7 = 0; w szczegdlnoséei w (24) nie ma warunku brzegowego.
Mianowicie, jedli znana jest gestos$é poczatkowa z(0,7) = u(7),7 € R, to
rozwiazaniem roéwnania (24) jest

t>0,7€R (24)

1
V2t

a znawcy tematu rozpoznaja po prawej stronie Eu(r + w(t)), to znaczy wartosé
oczekiwana zmiennej losowej w — u(7 + w(t,w)); w(t,w) jest tu ruchem Browna
w czasie t.
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Wspomniana wyzej metoda, znana rowniez jako metoda obrazow, polega na tym,
ze funkcje u z zagadnienia (23) rozszerzamy najpierw do calej osi kladac

u(—=7) = —u(r), 7 > 0 (wybieramy zatem rozszerzenie nieparzyste). Nastepnie
rozwiazujemy réwnanie (24) z warunkiem poczatkowym u otrzymanym jako
wyzej opisane rozszerzenie. Krotki rachunek oparty na symetrii rozktadu
normalnego ,siedzacego” de facto we wzorze (25) przekonuje nas wtedy, ze
otrzymane rozwiazanie jest dla kazdego ¢ antysymetryczne jako funkcja 7, wiec
w szczegblnodei spelnia warunek brzegowy u(t,0) = 0. Obcinamy je przeto do

7 > 0 i otrzymujemy rozwiazanie réwnania (23). Prosto i elegancko.

Jesli przymioty tej metody nie uderzyly jeszcze Czytelnika jak obuchem, to
dodajmy od razu, ze zastosowac ja mozna takze do analizy ruchu Browna
odbitego, to znaczy takiego, jak sama nazwa wskazuje, w ktérym czasteczka
poruszajaca sie po prawej pétosi napotykajac bariere w 7 = 0 odbija si¢ od niej
i dalej ,buszuje” po 7 > 0. Takie zachowanie na brzegu ma oczywiscie
odzwierciedlenie w warunku brzegowym, ktéry teraz przyjmuje postacé

0x(t,0)

or

Metoda obrazéw pozostaje w tym przypadku taka sama, wystarczy tylko
warunek poczatkowy u rozszerzy¢ do funkcji parzystej, a nie — jak poprzednio —
nieparzystej. I juz.

=0, t>0.

Tak i juz”, tyle tylko, ze mnie od razu dreczy cala masa pytan. Po pierwsze, jak
na tak genialny sposéb wpasé? Po drugie, dlaczego ta metoda dziala? Po trzecie,
jak majac dany warunek brzegowy wymysli¢ rozszerzenie? Inaczej méwiac, skad
Feller (i Kelvin) wiedzial, ze do ruchu Browna z ekranem pochlaniajacym pasuja
rozszerzenia nieparzyste, a do odbitego parzyste?

Pytania te stana si¢ jeszcze bardziej naglace, gdy bedziemy chcieli nasladowaé
Kelvina i Fellera w przypadku chocby tak zwanego warunku brzegowego Robina,
ktory wyglada tak:

0x(t,0)

or

Stala c jest tu wspolczynnikiem charakteryzujacym ,elastycznos¢” brzegu:
W procesie opisywanym tym warunkiem czasteczka napotykajac bariere w 7 =0
yodskakuje” od niej jak w ruchu odbitym, ale im wiecej razy to zrobi tym
wigksze jest prawdopodobienstwo, ze spotka ja ,kara”: zostanie unicestwiona. Im
mniejsze jest ¢, tym Srednio wiecej razy mozna sie od brzegu bezkarnie odbié. Dla
¢ = 0 mamy ruch odbity, dla ¢ = oo, bariere pochtaniajaca (a raczej ruch Browna
yzabijany”). Spiesze tez dodaé, ze warunek Robina jest tylko najbardziej znanym
przypadkiem znacznie bardziej ogdlnej postaci warunku brzegowego, ktéry moze
obejmowacé i pochodne drugiego rzedu, i catki. Wiec jak znalezé rozszerzenie
odpowiadajace takiemu ogélnemu warunkowi brzegowemu? A moze metoda
obrazow dziala tylko dla dwoch prostych warunkow brzegowych opisanych wyzej?

= cx(t,0), t>0. (26)

3.2. Dlaczego matematyk czasem nie moze zasnaé.

Problem ten dreczyl mnie ponad 20 lat. No, nie przesadzajmy, nie codziennie

i nie zawsze z ta sama intensywnoscia; interesowaty mnie przeciez takze inne
zagadnienia, ze o ,robieniu” doktoratu i habilitacji nie wspomne; w miare
normalnie tez jadlem i spalem (do czasu). Az pewnego razu zajrzalem do
artykutu, ktérego wspotautorem byt Ralph Chill i znalaztem tam de facto wzér
na rozszerzenie odpowiadajace warunkowi Robina [9)].

Tego juz bylo dla mnie zanadto. Nie potrafitem przesta¢ o tym mysle¢. Musialem
zrozumieé, jak takie rozszerzenia sie¢ buduje, a w pracy R. Chilla oczywiscie nie
byto zadnej wskazéwki. Po mniej wiecej tygodniu matematycznych tortur

w konicu ujrzatem Swiatto, a rozwiagzanie byto tak proste, ze az trudno w to
uwierzy¢. Oszczedze Czytelnikowi jego ogdlnego, abstrakcyjnego sformulowania,
a skupig sie — za chwile — na ilustrujacym ja przykladzie. Napisze tylko, ze
wystarczylo pamietaé¢ o fakcie, wspomnianym wyzej w konkretnym przypadku,

a przyjetym w ogdlnoéci bez komentarza, ze funkcja wykladnicza operatora A ma
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nastepujaca wlasnosc:
jedli u € D(A) to i w kazdym momencie t > 0 mamy e'“u € D(A). (27)
Gdy to zrozumialem nie moglem zasnaé prawie przez cala noc: klab mysli

przetaczatl si¢ nieustannie przez moja glowe i na sen po prostu nie pozwolil.
Dwadziescia lat, a to bylo takie proste i otwieralo takie perspektywy!

3.2.1. Przyklad (prosty, ale trafny)

Oto obiecany przyklad. Majac dane a > 0, rozwazmy rownanie rézniczkowe
czastkowe

Ox(t,T) _ Ox(t,T)

t>0,7<0, 28
ot or ! (28)
z warunkiem ,brzegowym”
0x(t,0
%’) = alz(t,—1) — z(t,0)], t>0.
-

Opisuje ono proces podobny do tego z podrozdzialu 2.1.3: czasteczka znajdujaca
sig¢ w 7 < 0 porusza si¢ w prawo z predkoscia réwna jeden, dotartszy do 7 =0
pozostaje w tym punkcie przez czas wykladniczy z parametrem a, a nastepnie
skacze do 7 = —1, skad znoéw rusza w prawo, itd.

Zgodnie z tym, co juz powiedzieliSmy poprzednio, nasze zadanie sprowadza sie do
tego, by udowodnié, ze ukryty tu operator ma eksponente. Méwiac dokladniej,
niech B = C[—o00, 0] bedzie przestrzenia funkcji ciaglych na lewej pélosi, ktére

maja granice w —oo. Checemy udowodnié, ze eksponente ma operator A = di:_
zdefiniowany na dziedzinie zlozonej z tych u € B, ktére majg pochodna v’
nalezaca do B i spetniaja warunek

w'(0) = afu(—1) — u(0)]. (29)

Mozna to zrobi¢ za pomoca twierdzenia Hille’a—Yosidy, ale nasz cel jest nieco
inny. Ze wzgledu na to, ze mamy tu do czynienia z operatorem pierwszej
pochodnej, a wiemy, ze w przestrzeni C[—oo, 00| jego eksponenta jest rodzina
operatordéw przesuniec, chcieliby$my mieé¢ zaleznosé nastepujaca:

() =D, T<0t>0 (50)

,Falka”  oznaczajaca rozszerzenie jest tu konieczna, bo ze wzgledu na to, ze u po
lewej stronie zdefiniowane jest tylko dla 7 < 0, bez rozszerzenia wzor ten tracitby
sens dla t > —7. No wlasnie, ale jak rozciagnaé u na cala o8, by wzor ten
rzeczywiscie opisywal eksponente A7

Tu z pomoca przychodzi nam (27). Bo pomyslmy, jesli u € D(A), to spelniony
jest w szczegdlnosci warunek brzegowy (29). Dla dowolnego ¢ > 0, réwniez e*4u
bedzie elementem D(A) i spelniaé bedzie w.w. warunek, a z drugiej strony, wobec
(30), et“u bedzie obcieciem przesunietej o ¢ funkeji u do lewej pétosi. To sprawia,
ze musi zachodzié¢ réwnosé
() = alu(t —1) —a(t)], t>0.

Jesli ograniczymy sie do t z przedzialu [0, 1] to ¢ — 1 pozostanie ujemne, wiec
zamiast 4(t — 1) bedziemy mogli napisa¢ u(t — 1) i powyzsza réwno$¢ zamieni sie
w determinujace funkcje v(t) := u(t),t € [0, 1] réwnanie rézniczkowe

v'(t) = alu(t — 1) —v(t)], (31)
w ktérym [0,1] 3 ¢ — u(t — 1) jest funkcja znana. Od niego juz tylko krok do

tozsamosci
t

a(t) = v(t) = e"u(0) + a/e*a@fﬂ)u(s —1)ds, teo,1],
0
dajacej wzoér na upragnione rozszerzenie dla t € [0, 1]. Nie trzeba chyba dodawad,
ze W tym momencie zapominamy o tym, iz analizowalidmy tylko u z dziedziny
D(A) i wzorem powyzszym definiujemy rozszerzenia dla wszystkich u € B.
Ponadto zauwazamy, ze dla ¢ € [1,2], a(t — 1) ze wzoru (31) mamy juz
zdefiniowane, co pozwala nam napisaé¢ réwnanie rézniczkowe na u w przedziale
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[1,2], a postepujac indukcyjnie zdefiniowaé te funkcje na calej prawej p6tosi. Od
tego momentu pozostaje nam juz tylko robota ,techniczna”: trzeba udowodnié,
ze wzor (30) z tak dobranymi rozszerzeniami rzeczywiscie definiuje eksponente A.

Co prawda wspomniany wyzej krok indukcyjny kladzie sie lekkim cieniem na
prostocie wybranego tu przykladu, ale zasada wydaje sie jasna: warunek
brzegowy, poprzez (27), pozwala wyliczy¢ jawna postaé potrzebnego nam
rozszerzenia. Co godne uwagi, podobnie jak w tw. Hille’a—Yosidy, rachunki
prowadza przez réwnanie rézniczkowe zwyczajne: rozwigzujac je wnioskujemy
jednak o réwnaniu czastkowym.

3.2.2. Powrdét do elastycznych ruchéw Browna

By poradzié¢ sobie z réwnaniem rézniczkowym (23) z warunkiem brzegowym
x(t,0) = 0 zamienionym na warunek Robina (26), postepujemy podobnie
(rachunki w przypadku ogélnego warunku brzegowego sa analogiczne, ale bardziej
skomplikowane [6], zob. tez [7], gdzie podane sa inne przyktady). Ze wzgledu na

42
to jednak, ze wzér (25), ktory jest w istocie wzorem na etéﬁ, opisuje operatory

znacznie bardziej ztozone niz operatory przesunieé, warto przed zastosowaniem

metody obrazéw przeksztalmc go do postaci wygodniejszej. Ot6z korzystajac

z tego, ze funkcja o — e~ % jest parzysta, mozemy jego prawa strone napisaé tak
2

\/ﬁ/ "1 [u(t+0) +u(r —0)] do,

a stad juz tylko krok wiary do tozsamosci

q

N

2
el a2 / —5 C Juds,
\/ﬁ
w ktorej
1
C(s)u(r) = 3 [u(T 4+ 8) +u(r = 9)], s, 7 € R.

Rodzina C(s), s € R jest tak zwana funkcja kosinusowa odpowiadajaca
operatorowi dd—:z. Tak, niektorym operatorom oprocz funkcji wykladniczej mozna
przyporzadkowaé tez funkcje kosinusows (nalezy do nich dd—; ale nie diT). Jesli
operatorowi A mozna przyporzadkowaé taka funkcje, nazwijmy ja Ca(t),t € R,
to %A mozna przyporzadkowaé réwniez funkcje wyktadnicza (ale nie odwrotnie)
i ta ostatnia dana jest wzorem (uogdlniajacym poprzedni)

1
et2Au

% C s)uds.
\/27‘1’ / A

Tak wiec jesli chcemy znalezé w przestrzeni C[0, oo] (ciaglych funkcji na prawej
pélosi, ktére w +o0o maja granice) funkcje wykladnicza operatora %A dla

A= dd—:z zdefiniowanego na dziedzinie zlozonej z funkcji u, ktére maja ciagla
druga pochodna u” nalezaca do C|0, o0] i spelniaja warunek brzegowy

u’(0) = cu(0), a chcemy to zrobi¢ metoda obrazéw Kelvina, to szukamy w istocie
takiego rozszerzenia u do calej osi R funkcji u € C[0, o], by zachodzil wzoér

Bl

t34 %5 [u(r +o)+u(t — o) do, t,7>0. (32)

e2%u(r) =

3k

Ale przeprowadzone wyzej rozwazania pozwalaja to zadanie sprowadzi¢ do
prostszego: wystarczy znalezé takie rozszerzenie u by wzor

Cals)u(r) = % i(r+8) +i(r—s)], s7€ER, (33)

definiowal funkcje kosinusowa zwiagzana z A.

Ze wzgledu na to, ze funkcje kosinusowe réwniez maja te wlasnosé, iz
przeksztalcaja D(A) w siebie, przekonujemy sie tak jak poprzednio, ze jesli
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funkcja u jest elementem D(A), to jej rozszerzenie & musi by¢ tak dobrane, by
dla kazdego s € R zachodzila réwnos¢
d . ~ _ _
d—T[u(T +5) +u(T = 8)]jr=0 = clu(s) + u(—s)].
Jedli za$ zdefiniujemy funkcje v na prawej pétosi wzorem v(t) = u(—t),t > 0, to
otrzymamy stad nastepujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne na v:
V() — cv(t) = u'(t) + cu(t), t>0
z warunkiem poczatkowym v(0) = u(0) i v'(0) = —u/(0), w ktérym w i v’ sa
funkcjami danymi. Uzywajac, na przyklad, transformaty Laplace’a mozna

sprawdzi¢, ze réwnanie to wyznacza v jednoznacznie: musimy mieé¢
t

u(t) — QC/efc(tfs)u(s) ds, t>0.
0
Tak jak poprzednio, musimy sie jeszcze natrudzié, by pokazaé, ze wzor (33) z tak

,odgadnietym” rozszerzeniem definiuje interesujaca nas funkcje kosinusows; ale
to juz myslenia wymaga mniej.

2
—~
|
~
~—
Il
<
—~
~
~—
Il

Swoja droga, uwazny Czytelnik zapewne zauwazyl, ze dla ¢ = 0 powyzszy wzdr
prowadzi do zaleznoéei u(—t) = u(t), a wiec rozszerzenia parzystego. Jesli
przejedziemy natomiast z ¢ do 400 to calka cfot e=°(t=%)y(s) ds dazyé bedzie do
u(0) i otrzymamy zaleznosé¢ u(—t) = —u(t), charakteryzujaca rozszerzenie
nieparzyste. Wzér ten wiec w pelni zgadza sie z tymi, ktérych uzywat Feller:
parametr ¢ z przedzialu otwartego (0, 00) opisuje stan posredni pomiedzy dwoma
koncami spektrum, to znaczy miedzy bariera odbijajaca i ,czarna dziura”, a tym
samym odbicia w , krzywym zwierciadle”, ani parzyste, ani nieparzyste. Na
pewno jednak nie nijakie!

Czytelnik, ktéry dotart do konca tego tekstu, moze zechcie¢ w ramach
zastuzonego relaksu sprawdzi¢ przedstawiona wyzej metoda, ze warunek
brzegowy u”(0) = 0, opisujacy ruch Browna, ktéry w 7 = 0 zatrzymuje si¢ na
wieczno$é, prowadzi do rozszerzen danych wzorem u(—7) = 2u(0) — u(r),7 > 0
i zastanowié jak to si¢ ma do ruchu Browna, ktory w 7 = 0 wpada w czarna
dziure, czyli znika.
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