Asymptoty wielomianowe

Wykres funkcji f(z) = %
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Funkcja g(z) = sin(z) przecina prosta

poziomg y = 0 w };Eunktach (km,0) dla
ke k0.

Istotnie, jesli f(z) =y =axz + 0, to
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Niejeden z nas, cofajac sie pamiecig do czaséw dziecinstwa, moglby przytoczyé
sytuacje ze swojego zycia, w ktorej byt o przystowiowy ,,wlos” od osiagniecia
zamierzonego celu. Mégt to byé, na przyktad, brakujacy grosz, przez ktory
kasjerka osiedlowego sklepu nie mogta precyzyjnie rozliczy¢ sie z rachunku,
autobus, ktéry odjechal dostownie tuz przed momentem, gdy przybylidémy na
przystanek albo czwarte miejsce w zawodach sportowych, przez ktére omineto
nas zaszczytne miejsce na podium. Wymieniajac kolejne tego typu sytuacje,
mogliby$my (podobnie jak grupka dzieci, dyskutujaca miedzy soba, ktére z nich
ma ciekawsze hobby) rozpoczaé co$ na ksztalt licytacji, w ktérej przescigamy sie
w tym, kto byt blizej osiagniecia swojego celu. Ze wzgledu na réznorodnosé
probleméw i subiektywna nature kryterium ich oceny stworzenie modelu
sprawiedliwej oceny poréwnywanych uczestnikow licytacji mogtoby by¢ nieco
klopotliwe. Celem przeprowadzonych dalej rozwazan nie jest jednak zamiar
stworzenia modelu oceny uczestnikéw takiej licytacji, lecz préba budowy intuicji,
ktéra pomoze nam lepiej zrozumiec istote obiektow, na ktérych skupimy nasza
uwage.

Przedmiotem naszego zainteresowania beda asymptoty funkcji, ktére bywaja
przez nauczycieli nieformalnie (oczywiscie w dobrej wierze!) przedstawiane jako
proste, do ktorych wykres funkcji sie zbliza, ale nigdy ich ,nie dotyka”.
Standardowym przykladem funkcji prezentujacej opisana intuicje jest znana
wszystkim funkcja dana wzorem f(x) = %, ktorej wykresem jest hiperbola.
Przybliza sie ona do prostej y = 0, ktora jest asymptota funkcji f. Nie jest to
jednak precyzyjny opis tego pojecia, o czym $wiadczy przyklad funkcji

glx) = %(I) Uwidacznia on bowiem, ze rozwazana funkcja oraz jej asymptota
moga mieé punkty wspdlne (w tym przypadku — nawet nieskonczenie wiele!).
Do dalszej czesci rozwazan bedzie nam zatem potrzebna formalna definicja tego

typu obiektdw.

Powszechnie przyjeta nomenklatura okresla podzial na asymptoty pionowe oraz
ukosne (rozréznia sie réwniez asymptoty poziome, ktére sa szczegdlnym
przypadkiem asymptot uko$nych). Obserwacje, ktérymi chcieliby$my podzieli¢
sig z Czytelnikiem, zwiazane sa jednak jedynie z pojeciem asymptoty ukosnej.
Formalna definicja tego obiektu opiera si¢ o pojecie granicy funkcji.

Definicja. Méwimy, ze prosta y = ax + b, a # 0 jest jednostronna (obustronna)
asymptotqg ukosng funkeji f, jesli zachodzi jedna (zachodza obie) z nastepujacych
réwnosci:

(1) lim (f(z) —az—5b)=0 lub

r——+00

lim (f(z)—ax —b)=0.
r——00
Zacytowana powyzej definicja jest precyzyjna, ale podana w duchu teoretycznym.
W praktyce, jesli pewna prosta o rownaniu y = ax + b jest asymptota ukosna
danej funkcji f, to wspélczynniki a i b mozemy wyznaczy¢, korzystajac ze
znanych powszechnie wzorow:

lim —f(x),
Tr— 400 X

(2) a= b= lim (f(z)—ax).

Tr——+00

Wskazalidémy zatem metode prostego uzyskania wzoru asymptoty. Sprobujmy
teraz zrozumieé, dlaczego wyznaczone z powyzszych wzorow liczby a, b
wyznaczaja odpowiednia prosta. Zwr6émy uwage, ze zawarte we wspomnianych
wzorach warunki spelnia réwniez sama asymptota (patrz margines), czyli ze
wzgledu na podobne zachowanie funkcji i jej asymptoty wskazane wzory
faktycznie maja sens. Z drugiej strony, obserwujac wzory (2), mozemy zauwazy¢,
ze wyznaczajac wspolczynnik a jako pierwszy, niejako zaniedbujemy
wspoélczynnik b, natomiast obliczajac wspdélczynnik b, korzysta sie z obliczonej
juz wartosci wspélczynnika a. Mozna zatem powiedzieé, ze w pierwszej kolejnosci
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Przyklad 1.
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Rozwazmy funkcje f(z) = mil
Obliczamy dla tej funkcji wartosci
wsp6lezynnikéw a, b i c:
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i podobnie dla £ — —oo. Otrzymujemy
zatem asymptote paraboliczng
y =22 — z + 5. Na wykresie wyglada to

nastepujaco:
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Wykres funkcji f(z) = mzilm
wraz z asymptota.

Ciekawostka?

Roéwnanie asymptoty mozna réwniez
otrzymadé, dzielagc wielomian 3 +4x z
reszta przez x + 1. Woéwczas wynik
dzielenia to dokladnie szukana asymptota:

z® + 4z = (2 — 2 +5)(x + 1) — 5.

Okazuje sie, ze jest to (w przypaku
funkcji wymiernych) prawidlowosé, co
opiszemy dalej.

interesuje nas kierunek odpowiedniej prostej, a dopiero w drugiej kolejnosci jej
wysoko$¢é, poprzez ktéra rozumiemy wyraz wolny b. Sprobujemy teraz przekonaé
Czytelnika, Ze nie jest to pusta obserwacja.

Prébe szerszego spojrzenia na problem rozpoczniemy od zadania pytania — czy
istnieje taka funkcja, dla ktérej obiektem przyblizajacym bedzie inny obiekt niz
prosta — np. parabola o réwnaniu y = ax? + bz + ¢, ktéra nazwalibyémy wéwczas
asymptota paraboliczna? Czy bedziemy w stanie wéwczas podaé efektywne
wzory na obliczanie wartosci wspotczynnikow a, b i ¢, korzystajac z opisanej
powyzej intuicji?
Wzory, ktore zaproponujemy, stanowia probe uogolnienia przedstawionej
obserwacji. Zaczniemy od wyznaczenia wspétczynnika a, zaniedbujac
wspotezynniki b i ¢. Nastepnie wyznaczymy wspétczynnik b, korzystajac z a, ale
zaniedbujac c. Na deser wyznaczymy wspélczynnik ¢, bez zaniedbywania
pozostatych wspolczynnikow. Pamietajac o tym, ze rozwazana funkcja ma sie
zbliza¢ do paraboli przy argumentach zmierzajacych do nieskonczonosci,
ostatecznie otrzymujemy nastepujaca posta¢ wzordw:

2
(3) a= lim M, b= lim M, c= lim (f(z)—aa® —bz)

r——4o0 X r——+0o0 €T r——+00

i analogicznie dla © — —o0.

Na marginesie mozemy zobaczy¢ przyktad zastosowania zaproponowanych
wzoréw wraz z rezultatem wizualnym. Dowdd ich prawdziwosci przedstawimy
natomiast w wersji ogélniejszej. Zaczniemy od wprowadzenia pojecia asymptoty
wielomianowej, a nastepnie opiszemy sposob jej wyznaczenia.

Definicja. Méwimy, ze wielomian g(z) = a,a™ + - - - + a1 + ag jest jednostronna
(obustronna) asymptotq wielomianowq stopnia n funkcji f, jesli a,, # 0 oraz
zachodzi jedna (zachodza obie) z ponizszych réwnosci:
lim (f(z) —g(x)) =0 lub lim (f(x)—g(x)) =0.
r——+00 Tr— —00
Zanim sformultujemy i udowodnimy twierdzenie dotyczace postaci asymptot
wielomianowych, udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat. Jedli g(x) = ana™ + - - + a12 + ag jest asymptota wielomianowa
stopnia n funkcji f, to zachodzi réwnosé

lim M*

z—+oo g™ R

Dowdd. Zauwazmy, ze dla kazdego a € R oraz k € N, k > 1, zachodzi réwnosé

z—+o0 I
gdyz mianownik dazy do nieskonczono$ci. Stad otrzymujemy, ze
lim 9() = lim (an_|_ Gn-t o4 9 ﬂ) —a,.
T
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Z zalozenia wiemy, ze lirf (f(z) — g(z)) =0, a zatem

lim ————= =0.
T — 400 "

Ostatecznie otrzymujemy wiec, ze

im 2@ (f(w)—g(w) +g(w)) _
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— g AW 9@ 9@ g
x— 400 xn x— 400
a to nalezato wykazac. ]
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Przyklad 2.
Rozwazmy funkcje f(z) = IS(B% —1).
Poniewaz zachodzi réwnoéé

lim z(er — 1) =1, mozna
z—+oo
przypuszczaé, ze asymptota wielomianowsg
funkcji f bedzie parabola y = z2. Okazuje
sig¢ jednak, ze w tym przypadku intuicja
zawodzi — stosujac wzory (3),
otrzymujemy asymptote¢ o rownaniu

a1 1 lo,, 5
y=ux +2m+6—(w+4) + 5

czyli te sama parabole trzeba troche
przesunag.
Obliczenia pozostawiamy Czytelnikowi.

Zadania dla Czytelnika:

1. Wykazaé, ze przy zaproponowanych
wzorach (3) asymptotg paraboliczng
paraboli jest ta sama parabola.

2. Wykazadé, ze dla danych wielomianéw
jednej zmiennej f oraz g, jesli f jest
asymptota wielomianowsa g, to f = g.

3. Czy pewna funkcja moze mieé¢ dwie
asymptoty wielomianowe réznych stopni?
4. Udowodni¢ twierdzenie 2.

5. Korzystajac z rozwinigcia funkcji

w szereg, wykazaé, ze f(x) = e” nie ma
asymptoty wielomianowej. Czy wykres tej
funkcji moze w nieskoriczonosci zblizaé sig
do wykresu funkcji wymiernej?

6. Jakie jest matematyczne wyjasnienie
réznicy miedzy spodziewana a otrzymanag
asymptoty wielomianowsg w przyktadzie 27
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Twierdzenie 1. Jedli g(x) = a,z™ + a,_ 12" + -+ + a1x + ag jest asymptota
wielomianowa stopnia n funkcji f, to zachodza réwnosci

a, = lim &

r—oo
f(z) — apa™

:Enfl

3

Ap—1 = lim

r—00
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f(x) — anz™ — ap 12" 1

Ap—2 = lim

T—00 zn—2 ’
_ no__ ... _ 2
o = lim f(z) — anx asT 7
T—00 x
ap = lim (f(x) —apz™ — - —agx? — alx) )
Tr——+00

Dowéd. Prawdziwos¢ pierwszego wzoru wynika z lematu. Ustalmy teraz

ke {0,1,...,n —1}. Aby udowodnié¢ wzér pozwalajacy obliczy¢ ay, rozwazmy
funkcje
(4) fu(@) = f(2) — ana™ — ap 12" — o — a2t

oraz wielomian
_ k k—1
gr(x) = apx” + ag—12" " + - + a1z + ao.

Latwo stwierdzi¢, ze zachodzi réwnosé f(z) — g(z) = fu(z) — gr(x), tak wiec
mozemy zastosowaé lemat do fr i gr. Otrzymujemy zatem, ze

lim Ix(@)

T—+00 ij

a po wstawieniu w powyzszej réwnosci wzoru (4) dostajemy wzor z tezy. O
Powyzsze twierdzenie stanowi narzedzie do wyznaczania wspétczynnikéw
asymptoty wielomianowej, o ile wiemy, Ze ona istnieje. Oczywiscie, nie tylko
wielomiany maja asymptoty wielomianowe — pokazaliSmy taka funkcje w
przykladzie 2. W szczegdlnosci asymptoty wielomianowe maja wszystkie funkcje

wymierne.

Twierdzenie 2. Niech W, V, R i P beda wielomianami zmiennej x. Jesli

= P
V) Ve
gdzie deg R < degV ideg P = degW — degV, to P jest asymptota

wielomianows funkcji wymiernej h danej wzorem h(z) = V“//((f)) .

Zakonczenie naszych rozwazan chcielibySmy uwienczy¢ pewna obserwacja.
Zwroémy uwage, jak zakonczona powodzeniem proba zrozumienia natury
pewnego obiektu moze prowadzi¢ do powstania pomystéw na jego ogdlniejsza
wersje. Mamy nadzieje, ze nasza, bardziej wizualna niz naukowa, ,,probka jednej
z metod badawczych” zacheci Czytelnika do podjecia podobnych dziatan

i doprowadzi go do interesujacych wynikéw.
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