Trysekcja kata, kwadratura kola, podwojenie szeScianu
— dlaczego Starozytni mogli, a my wiemy, ze sie nie da?

biegun

Metna definicje konchoidografu realizuje
patyk z trzema otworkami, z ktérych
srodkowy lezy nomen omen w $rodku
odcinka wyznaczonego przez dwa
pozostale. Jesli patykiem stale opartym
o biegun wodzimy tak, aby przez
$rodkowa dziurke widzie¢ punkty linii,
pisaki wetknigte w pozostate otwory
nakresla nam konchoide tej linii. Grekom
konchoida przypominata muszle (kovxn,
konche) pertoplawu, zawierajaca owa linig
jak perte.
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Wymienione w tytule trzy zadania konstrukcyjne w czasach Zlotego Wieku Grecji
po zwycieskich wojnach perskich uchodzily za test geometrycznego mistrzostwa.

Przedstawie trzy bardzo elementarne rozwiazania trysekcji kata, tj. podzielenia
kata na trzy réwne czedci, autorstwa Nikomedesa i Archimedesa (obaj —III wiek)
i Pascala (XVII wiek); dwa, juz mniej elementarne, rozwiazania kwadratury kota
(a wlasciwie rektyfikacji okregu), tj. znalezienia kwadratu o polu réwnym polu
danego kola (réwnowazne znalezieniu odcinka o dlugosci réwnej danemu
okregowi), autorstwa Dinostratosa (—IV wiek) i Archimedesa (—III wiek), ktére
rozwiazuja tez tryskecje, a nawet n-sekcje kata; oraz jedno (stercometrycznel!)
rozwigzanie podwojenia szeScianu, tj. znalezienia sze$cianu o objetosci
dwukrotnie wiekszej od danego, autorstwa Archytasa (—V wiek),

za to z komentarzami Platona i Norwida.

Zaczynamy od trysekcji

Zaréwno Nikomedes, Archimedes, jak i Pascal postuzyli sie konchoidografem.
Jest to urzadzenie pozwalajace nakresli¢ figure ztozona z punktéw, ktére na
kazdej prostej przechodzacej przez ustalony punkt zwany biegunem sa odlegte od
punktéw danej linii blizej i dalej o te sama odlegtosé zwana rozwartoscia.
Ksztatt konchoidy zalezy zaréwno od linii, dla ktérej ja znajdujemy, jak

i polozenia bieguna oraz rozwartosci konchoidografu.

W przypadku konchoidy prostej, znanej jako konchoida Nikomedesa,
o charakterze linii decyduje stosunek rozwartosci konchoidografu do odlegtosci
bieguna od prostej.

Tu wyraznie wida¢ dwie czesci konchoidy — wewnetrzna i zewnetrzna. Obie z obu
stron zbiegaja asymptotycznie do prostej. Gdy stosunek rozwartosci do
odlegtosci bieguna od prostej jest mniejszy od jednodci, cze$¢ wewnetrzna jest
gladka, gdy jest rowny 1 — ma ostrze, gdy jest wigkszy od jednosci — ma petle.

Czes¢ zewnetrzna jest w kazdym przypadku gladka i ma podobny ksztatt.
W konstrukeji trysekcji Nikomedes postuzyl sie tylko zewnetrzna czescia.

Konchoid okregu jest wiele, a wéréd nich wyrdznione sa te, w ktérych biegun
konchoidy lezy na okregu — maja nazwe slimak Pascala. Parametrem
decydujacym o ksztalcie slimaka jest stosunek rozwartosci konchoidografu do

promienia okregu.

Tu nie ma podzialu na zewnetrzna i wewnetrzna czesé slimaka. Podobnie jak dla
konchoidy prostej, gdy rozwartosé jest wigksza — w tym przypadku od $rednicy
okregu, Slimak jest gtadki (i lezy na zewnatrz okregu), gdy jest réwna Srednicy —
$limak ma ostrze (i nazywa sie wtedy kardioida), a gdy jest mniejsza — ma petle
(ktéra jest wewnatrz okregu).

B

Zar6wno Archimedes, jak i Pascal postuzyli sie §limakiem Pascala (choé¢
Archimedes wyprzedza Pascala na osi czasu prawie o dwa tysiace lat) —
oczywiscie nie jednakowo.
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Trysekcja wedlug Nikomedesa

Okrag o Srodku w wierzchotku O kata, ktéry chcemy podzielié, przecina jego ramiona w punktach A i B; BC to
$rednica. Konchoida prostej AB o biegunie O i rozwartosci BC' przecina AC' w K. Odcinek OK przecina AB w P,
§rodek K P oznaczamy S. Zauwazmy, ze AB L AC (kat oparty na $rednicy), APAK jest prostokatny i wobec tego
mamy az sze$¢ rownych odcinkéw OA = OB =0C = SA=SP = SK.
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Trysekcja wedlug Archimedesa

Wtasciwie tak samo, tylko sprytniej.

Zaczynamy jak poprzednio,
$limak ma biegun w A, rozwarto$é¢ AO
i przecina prosta BO w K.

Tym razem mamy OA = OB = OP = PK.

Obliczamy kolejno rozwartosci katow
zewnetrznych tréjkatéw OKP i AKO.

Jak widaé¢, <AOB = 3<AK B.

Trysekcja wedlug Pascala

Teraz troche inaczej: biegun $limaka jest w wierzchotku kata, a jego rozwarto$é¢ to promien okregu o $rodku na
jednym z ramion kata. Slimak przecina réwnolegla do drugiego ramienia poprowadzona ze srodka okregu w K
(wykorzystujemy te réwnolegtosd!).

Tym razem mamy WS = SP = PK. Obliczamy rozwarto$¢ kata zewnetrznego tréjkata KSP.
Jak widaé¢, <SWP = 2<KWT, czyli <SW'T = 3<KWT.
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Teraz kwadratura

Poniewaz dowolny wielokat mozna pociaé na skonczona
liczbe mniejszych wielokatow, z ktérych utozy sie
kwadrat, wiec kwadratura sprowadza si¢ do zbudowania
jakiegos wielokata o polu rownym polu kota. Dogodny
jest tu trojkat prostokatny o przyprostokatnych r i 27r,
majacy pole takie jak koto o promieniu . Druga z tych
przyprostokatnych ma dlugo$é okregu o promieniu 7.

I praktycznie wszyscy szukajacy kwadratury szukali
odcinka o dtugosci réwnej dhugosci okregu, czyli jego
rektyfikacji (rozprostowania).

Zagadnienie dalej upraszcza spostrzezenie, ze wystarczy
znalez¢ trojkat prostokatny o przyprostokatnych w
stosunku 1 : 27, bo zadany tréjkat uzyskuje sie z niego
przez jednoktadnosé.
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Przyrzad mechaniczny kreslacy te krzywa
umiano skonstruowaé¢ bez trudu, co
mozna tez polecié¢ Czytelnikom.
Hippiasz za pomoca tej krzywej realizowal
podzial kata na dowolng liczbg réwnych
cz¢sci, bo,
gdy n-krotnie zmniejszymy d,

to n-krotnie zmniejszy si¢ kat a.

Za pomocay tej spirali tez mozna uzyskaé
podzial kata na dowolng liczbg n réwnych
czgsci, co na rysunku jest pokazane dla

n = 3.

(@] B A

Poniewaz okrag o §rodku O przez B ma
promien trzykrotnie mniejszy od okregu
przez A, wigc <AOQ = $<AOP.

Kwadratura wedtug Dinostratosa

Dinostratos uzywal kwadratrysy Hippiasza (— V wiek), ktory wcale nie
rozwiazywal kwadratury, lecz trysekcje kata.

Powstaje ona jako linia zakreslona przez wspdlny punkt prostej obracajacej sie
woké!t srodka okregu i prostej przesuwajacej sie rownolegle ku $rodkowi tego
okregu, przy czym oba te ruchy sa jednostajne i dobrane w ten sposob, ze obie
proste pokrywaja sie, gdy pierwsza z nich przyjmuje kierunek réwnolegly do

.. . a . <
drugiej, co wyraza prosty warunek — = —, gdzie a to promien okregu.
!

2
2a s
. a—d a— =« 20 5 —« 2a
Stad d = Lair = = T .2 . '90 dla p =3 — o
™ COS (v COS (v T  CoSK ™ sing

Poniewaz =2— — 1 dla ¢ — 0, wiec OP = 27“ i wystarczy teraz wziaé taki

punkt @ na ﬁoélprostej OA, 7ze OQ = 40A, by uzyskaé tréjkat POQ majacy
zadang wlasnoéé, gdyz (22) : (4a) = 1: 27.

™

Kwadratura wedtug Archimedesa

Archimedes tez uzyl zlozenia jednostajnego obrotu z jednostajnym
przemieszczeniem.
Po obracajacym si¢ promieniu punkt oddala si¢ od $rodka obrotu i tworzy spirale
Archimedesa, co mozna zapisa¢ w ukladzie biegunowym jako r(p) = a - ¢ dla
pewnej stalej a.
Archimedes udowodnil bardzo przydatna wlasnosé swojej spirali:
w punkcie r(¢) tangens kata miedzy styczna do spirali

a promieniem wodzgcym jest réwny .
Niech S =r(p+ Ap), T =r(p) i <OST = 4. Przy Ap — 0 sieczna ST staje sie
styczna, a kat § katem, o ktérym méwi dowodzona wlasnosé.
sind  sin(m — (0 4+ Ayp))
agp a(e + Ap)
(p + Ap)sind = psin(§ + Ap) = ¢(sin § cos Ay + cos § sin Ap),
a wiec (p + Ap — pcos Ap)sind = psin Apcosd, co daje

7 twierdzenia sinuséw mamy , czyli

o5 1 n 1 Ap cosAp 1 Ap 1 —cosAgp
ctgd = = - S _
& sinAyp  psinAp  sinAp  psinAgp sin Ap
1 Ay 2 sin? % 1 Ay Ay 1
== —A Ao T o g O
psinAp  2sgin TSO cos T@ w sin Ap 2 ©

Rysujac wiec styczna w r(27), otrzymujemy tréjkat,

w ktérym g—g =tg<OPQ =27,

czyli rektyfikacje i kwadrature.
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A teraz podwojenie szeScianu

Jeszcze w latach 40. ubieglego wieku Archytas wykorzystal dwie srednie proporcjonalne.
obecne w szkole pojecie srednich ., . . . . L. .
proporcjonalnych okresla si¢ nastepujaco: Dwie $rednie proporqonalne dla a i 2a daJ@ podWOJeme szesclanu,
liczby x1, 2, ..., Tpn—1, Tn 2

stanowig n Srednich proporcjonalnych .. @ xT Yy T . 4
liczb a i b, jesli zachodzi bo JeSh —=—=5,0Yy=—1y" = 2(1!E,
T Yy 2a a
e
T T2 Ty b’ .’II4

. L . 3 3
Jedna érednia proporcjonalna to érednia a wiec a2 2ax, czyli x° = 2a”,

geometryczna. zatem r — \3/50“ A D B
A Potrzebny jest wiec trojkat, taki jak obok, w ktérym AB = 2AE,
bo wéwcezas AD = /2 AB.

Archytas postuzyl sie rozumowaniem, ktére pdzniej zyskalo nazwe analiza
Starozytnych. Polega to na przyjeciu, ze mamy juz poszukiwany obiekt
4 #. 2 i kolekcjonujemy (a wiec staramy sie odnalezé¢) najrozmaitsze jego wlasciwosci,

Trojkat prostokatny dostarcza dowolnie : . . s . . .. ..
dlugi ciag érednich proporcjonalnych, bo bo przeciez to niemozliwe, by jedyna jego cecha bylo spelnianie definiujacego go
AM

AB AK AL warunku.

AK AL AM AN

A wsréd uzyskanych jego cech, by¢ moze, znajda sie i takie, ktére pozwolg nam
go skonstruowac.

Zalézmy wiec, ze mamy poszukiwany trojkat. Mozemy nawet da¢ mu byt
materialny (np. wykonaé go z drutu), jak tez wyposazyé w pdélokrag (réwniez
druciany), w ktéry — jako tréjkat prostokatny — jest wpisany.

I to jest przyrzad, z ktérym Archytas przystapil do konstruowania podwojenia
szescianu. Konstrukcja bedzie przestrzenna!

Na ptaszczyznie rysujemy okrag o Srednicy 2a. W jednym z jego
punktéow wystawiamy prostopadla i w plaszczyznie tej prostej
umieszczamy nasz tréjkat z opisanym na nim poétokregiem.

Obracamy teraz ten trojkat wzgledem narysowanej prostej dotad, az
spodek jego wysokoéci znajdzie si¢ na narysowanym okregu. Wskazemy
trzy powierzchnie przechodzace przez punkt C.

Pierwsza jest oczywista — to walec, ktérego podstawa jest narysowany
okrag.

Druga to ,torus bez dziurki”,
ktéry powstalby, gdyby$my
czerwony pétokrag uzupetnili
do okregu, i obracali dokota
narysowanej proste;j.

Aby wskazaé trzecig powierzchnie, opuszczamy A skoro EF? = KF - FL, to tréjkat KEL jest
prostopadta z E, otrzymujac F', przez ktory prostokatny i mozna na nim opisaé okrag o $rodku na
prowadzimy prostopadla do Srednicy okregu, $rednicy AZ. Plaszczyzna tego okregu jest prostopadlia

otrzymujac K i L, jednakowo odlegle od A, bo cieciwa do AZ, zatem AK = AL = AF = a.

prostopadta do érednicy jest przez nia polowiona. Proste z A, przechodzace przez ten okrag, tworza

Mamy EF? = AF-FD =KF - FL. stozek, na ktérym lezy punkt C. Kat, jaki tworza jego
tworzace z osia (ktora jest AZ), kazdy odgadnie: to 60°

Pierwsza z réwnoéci to fakt, ze w tréjkacie e ¢ ” A OF
— cieciwy AK i AL sa réwne promieniowi okregu.

prostokatnym wysokos¢ jest érednia geometryczna
odcinkéw, na ktére dzieli przeciwprostokatna. I tak trzecia powierzchnia zostala zidentyfikowana.
Druga wynika z potegi F' wzgledem okregu (iloczyn mamy wiec lezacy w ich przecigciu punkt C, a wobec
odcinkéw na przecinajacych sie siecznych jest réwny). tego i poszukiwany D.
Podziwowi dla konstrukcji Archytasa towarzyszy¢ jednak musi refleksja, ze po
bardzo prostym konchoidografie do tryskecji konstrukcje kwadratury kota
Dinostratosa i Archimedesa operuja juz do$¢ skomplikowanymi $rodkami, ale
$rodki uzyte przez Archytasa niewatpliwie sa znacznie bardziej zlozone.
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Pytanie o prawomocnos$¢ uzywania w konstrukcjach geometrycznych takich czy
innych srodkéw zostalo — wlasnie z racji rozwiazania przez Architasa problemu
podwojenia szedcianu — postawione przez wspotczesnego mu Platona.

Po argumenty w tej kwestii Platon siggnal do ogélnej koncepcji nauki, w ktorej
glosil skrajnie radykalne tezy.

Nauka ma, zdaniem Platona, polega¢ na intelektualnym kontakcie ze swiatem
idei, w ktorym panuje wszystko ogarniajacy tad.

Rzeczywistosc, z ktéra mamy do czynienia, jest tylko bardzo niedoskonata
podpowiedzia, jak owe idee wygladaja. Im bardziej bedziemy umieli si¢ od
realiow oderwad, tym blizej znajdziemy si¢ Swiata idei. W szczegdlnosci czerpanie
wiedzy z doswiadczenia i wyciaganie wnioskéw ze skutecznosci praktycznych
dziatan tylko zaciemnia prawde $wiata idei.

Stad postugiwanie sie przez Archytasa (i wspélczesnego im Hippiasza)
urzadzeniami mechanicznymi w celu uzyskania faktéw matematycznych jest nie
dosé, ze ktamliwe, to jeszcze $wietokradcze.

Debate miedzy Platonem i Archytasem Cyprian Norwid opisal w postaci nastepujacego wiersza/dialogu

((} dziwo, wcale nie nazywal sie Kamil, lecz Cyprian Ksawery Gerard Walenty f\“‘(}/“u'/r[)

ARCHITA

ARCHITA

Geometrycznej nieswiadom nauki
Widzialem prosty lud, kladgcy bruki,
I, jako kamien jedna sie z kamieniem,
Baczylem, stojac pod filaréw cieniem,
Az Zal mi bylo bezwiednosci gminu,

Mimo Ze wieczng on jest miarg czynow!. ..

Wiec — Geometrii myslane promienie
(Rzekne) gdy z glazem zlgcze i oZenig,
Sferycznosé w drzewie wykluwszy toporem
Sitami ramion pchne brgzowe walce,
Promienne jesli kolom natkne palce. . .

To — ktoz wie. . .

PLATO

Boskie zmystowigce obrysy

Archito! — koturn rzucisz za kulisy —

Jezyka lotno$é niebieskiego zgrubisz,

Wiec filozofie, Grecje moze zgubisz. . .

0! Plato. . . padam przed prawdy bez-koricem

I nieraz, mysli z drzewa cioszqc, placze,

Tak wielce wszystko przesigkle jest storicem,
Ktoremu nie ty, ni ja biegow znacze;

Dlatego swietych nie znize arkanow,

Ani ojczyzny krggle tarcz wyszczerbie,

Ouwszem: z tych, ktore cie dzis razg, plandw,

Z kres tych na Grecji idealnym herbie,

Z liczebnych rownan w sit zmienionych dZwignie
(Lubo promienno$é uroku w nich stygnie),

Ktoz wie? — powtarzam — czy lud w sobie drobny,
Bezsilny cialem — jak wyspa osobny,

Sykulow mowie, na przyklad, siedziba,

Tq sily ramion zmnozywszy naukaq,

Nie zdota bronié sie jak morska ryba?. ..

PLATO

Przyjdzie i tobie dzien zwyciestwa — sztuko!. . .

Jak wida¢, Norwid opowiadal si¢ po stronie Platona, nazywajac stanowisko

Wszystkie inne przytoczone tu

konstrukcje sg pézniejsze od konstrukcji
Archytasa, a wigc tez deklaracji Platona
i — jak wida¢ — maja jego zakazy za nic.

Zakazy Platona zostaly przez ogo6t
matematykéw przyjete dopiero

w matematyce odradzajacej si¢

po czasach zastoju podczas pieéset lat
trwajacego panowania Imperium
Rzymskiego (cho¢ przyktad Pascala
pokazuje, ze nie przez wszystkich).

Archytasa zdegradowaniem kontemplacji.

Platon wlaczanie mechaniki do konstrukcji geometrycznych nie tylko krytykowat,
lecz proponowal restrykcyjne przepisy prawdziwych konstrukcji:

po pierwsze, konstrukcja musi by¢ realizowana na plaszczyznie,

po drugie, musi by¢ realizowana przez kreslenie linii doskonatych.

Ten ostatni warunek oznacza, ze musza to by¢ linie Slizgajace sie po sobie.
Takich linii jest trzy: prosta, okrag, linia Srubowa, przy czym tylko pierwsze dwie
sa plaskie.

I tak zostal ogloszony kanon konstrukeji geometrycznej, obowiazujacy do dzis:
konstruowac¢ wolno uzywajac jedynie jednostronnej linijki bez podzialtki i cyrkla.

Trysekcji kata, kwadratury kola i podwojenia szeScianu zatem znéw nie umiano
wykonaé, a na stwierdzenie, ze jest to niewykonalne (Wanzel — trysekcja

i podwojenie (1837), Lindemann — kwadratura (1882)) przyszlo poczekaé ponad
dwa tysiace lat.
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