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Wprowadzenie

Programy komputerowe, pomimo wypracowywania coraz bardziej efektywnych
form testowania, na ogot nie sa wolne od defektow. Szczegdlnie niebezpiecznymi
defektami sa te, ktore nie sa sygnalizowane jako bledy czy tez ostrzezenia
zarowno w czasie kompilacji, jak i wykonywania programu — na przyktad
przepelnienie (wynik operacji przekracza maksymalna/minimalng warto$é
dopuszczang przez stosowany typ liczbowy). Doprowadzily one, na przyklad, do
katastrofy rakiety nosnej Ariane 5 w 1996, co potwierdzil raport [3] komisji
powotanej do zbadania przyczyny tej eksplozji.

Rozwazmy nastepujacy przyklad pochodzacy od S.M. Rumpa [4] z 1998 roku.
Przykltad 1. Oblicz na komputerze warto$é funkcji

(1) f(x,y) = 333.75y5 + 22 (112%y? — % — 121y* — 2) + 5.5y° + x/(2y)

dla x = o := T7617 i y = yo := 33096.

Wymniki eksperymentu numerycznego sa przedstawione w ponizszej tabeli.

Obliczona wartosé
1.1726039
—6.338253001141147 - 10%°
—1.1805916207174113 - 10**
5.7646 - 107
—1.18059 - 10%!
—0.82739605994682137
—54767/66192 ~ —0.82739605994682137

Uzyte narzedzie
Open Office 3.0 Calc
C++ float (32 bity)
C++ double (64 bity)
C++ long double (80 bitéw)
Mathematica
GNU multiprecision library (140 bitéw)
Mathematica — wynik doktadny

Przyklad ten ilustruje efekt skrajnego kasowania bitow znaczacych podczas
dodawania liczb zmiennoprzecinkowych. Dwa sktadniki sumy

T, = 5.5y5

= +7917111340668961361101134701524942848,
Ty = 333.75y5 4+ 23 (11a3y2 — y§ — 121y — 2)

= —7917111340668961361101134701524942850

maja bardzo duze moduly, a ich suma wynosi zaledwie —2. Przy obliczeniach np.
na liczbach typu double mamy do dyspozycji jedynie 52 bity mantysy, co
przektada sie na okolo 52log;, 2 ~ 16 dziesietnych cyfr znaczacych.

Przyktad 2. Narysuj wykres wiclomianu f(x) = (x — 1)® w otoczeniu x = 1
uzywagjqgc trzech reprezentacyi

fl@) = (z-1)°
=25 — 625 4+ 152* — 202% + 1522 — 62 + 1,
=1+2(—6+2(15+2(—20 + 2(15 + 2(—6 + x))))).

(rozwiniecie)

(Horner)

Wynik eksperymentu przedstawiono na rysunku 1. W kazdym z przypadkéw
wykres sporzadzono obliczajac przyblizona warto$¢ wyrazenia w wybranych
punktach przedzialu, a nastepnie laczac liniami (przyblizone) punkty na
wykresie. Jak widaé, obliczone wartosci moga by¢ ujemne. Powodem réznic jest
miedzy innymi brak tacznosci dodawania i odejmowania w arytmetyce
zmiennoprzecinkowe;j.
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_— rozwiniete wyrazenie
15x10°™

Horner

1.x10° ™

(x-1)%6

5.x10°1

Rys. 1. Przyblizony wykres wielomianu f(z) = (z — 1)8 dla trzech réznych reprezentacji
wyrazenia.

Powyzsze przyklady powinny wzbudzi¢ nasza czujnosé wobec okreslenia
ykomputerowo wspierany dowdd twierdzenia”. W dalszej czesci artykutu
postaram sie uzasadnié, ze umiejetne kontrolowanie btedéw wynikajacych

z operacji wykonywanych na liczbach zmiennoprzecinkowych daje nam mozliwosé
weryfikowania silnych nieréwnosci. Laczac to z dobrze dobranymi abstrakcyjnymi
twierdzeniami dostajemy skuteczne narzedzia pozwalajace na badanie
konkretnych modeli matematycznych (skupiam sie tutaj na uktadach
dynamicznych z czasem dyskretnym lub ciaglym). Ogélne rozwazania beda
zilustrowane dwoma (elementarnymi z dzisiejszej perspektywy) przykladami —
istnienie atraktora i dynamiki symbolicznej w odwzorowaniu Résslera [9] oraz dla
klasycznego ukladu réwnan rézniczkowych Rosslera [8].

Chaos w odwzorowaniu Rosslera

Odwzorowanie Rosslera [9] to dyfeomorfizm plaszczyzny
R = (R1,R2) : R? — R? okredlony formuta

(2) Ri(z,y)=3.8z(1 —z)—0.1y, Ro(z,y) = 0.2(y — 1.2)(1 — 1.92).

W swojej pracy magisterskiej [11] pokazatem, ze odwzorowanie to posiada zwarty
i spojny atraktor o skomplikowanej strukturze — rysunek 2.
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Rys. 2. Obserwowany atraktor dla odwzorowania (2) oraz zbiory N;, ¢ = 0,1, 2, ktére postuzyly
do konstrukcji dynamiki symbolicznej.
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Istnienie atraktora jest konsekwencja nastepujacego prostego lematu.

Lemat 1. Zbior W =[0.01, 0.99] x [-0.33, 0.27] jest dodatnio niezmienniczy
wzgledem R.

8-(0.5)% +0.1-0.33 = 0.983 < 0.99,

8-0.99-0.01 — 0.1 -0.27 = 0.01062 > 0.01,
(=1.53)(1 — 1.9-0.99) = 0.269586 < 0.27,

(=0.33 = 1.2)(1 — 1.9 - 0.01) = —0.300186 > —0.33.

Gléwnym wynikiem pracy [11] jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1. Kazda $ciezka (N;,)jez € {No, N1, N2}* w grafie

przedstawionym na rysunku 3 jest realzzowana przez pewnq trajektorie (u;) ez
dla R3. Doktadniej, dla j € 7 mamy

Ujy1 = Rg(’UJj), u; € Nlj
Ponadto, jesli sciezka (N;;)jez jest cyklem, to odpowiadajgca jej trajektoria
(u;)jez moze byé wybrana jako okresowa dla R® o takim samym okresie
podstawowym, jok dlugosé cyklu w grafie.

Rys. 3. Graf dynamiki symbolicznej dla odwzorowania Rosslera (2).

Jak widaé istnieja trajektorie dla R3, ktére odwiedzaja zbiory No, N1, No

w sposéb okredlony przez (dowolna) Sciezke w grafie. O takich ukladach méwi sig,
ze sg semisprzezone z dynamika symboliczng na k symbolach, gdzie k jest
liczbg roztacznych zbioréw, pomiedzy ktérymi trajektorie moga wedrowad.

W Twierdzeniu 1 wykazano semisprzezenie z dynamika symboliczna na trzech
symbolach.

Przy ustalonej liczbie symboli k£ pewna miara skomplikowania dynamiki jest
liczba réznych mozliwych $ciezek w grafie (skierowanym). Jest ona oczywiscie
najwieksza, gdy graf jest pelny (ma wszystkie mozliwe krawedzie oraz petelki
w wierzcholkach). Méwimy wtedy o semisprzezeniu z pelng dynamika
symboliczng na k symbolach. Liczba réznych $ciezek w grafie moze (ale nie
musi) rosnaé wraz ze zwigkszaniem liczby symboli k.

Semisprzezenie odwzorowania f z dynamika symboliczng oznacza

w szczegblnosci, ze dynamika f jest co najmniej tak skomplikowana, jak
wedrowanie po grafie dynamiki symbolicznej. W szczeg6lnosci tzw. entropia
topologiczna f, ktora jest pewna miara skomplikowania dynamiki, jest co
najmniej taka, jak dla odwzorowania ,wedrowania po grafie”. O entropii
topologicznej mozemy tez (nieformalnie) mysleé jako o wspdlezynniku
wyktadniczego wzrostu liczby réznych orbit okresowych wraz z okresem
podstawowym.

W przypadku odwzorowania R? liczba réznych cykli w grafie o dtugosci m (a co
za tym idzie liczba réznych trajektorii okresowych dla R? o okresie m) roénie
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wykladniczo szybko wraz z m. Okazuje sie, ze w ogdlnym przypadku logarytm
najwiekszej na modul wartosci wlasnej macierzy sasiedztwa grafu okresla
wspoélczynnik wykladniczego wzrostu liczby réznych cykli o ustalonej dtugoéci.
W przypadku odwzorowania R3 macierz sasiedztwa grafu to

001
A= |110],
110

a wartos¢ wlasna A o najwiekszym module to \ := %(\/5 + 1). Zatem entropia
topologiczna htep(R3) > In A ~ 0.481212.

Chaos w ukladzie Rosslera

Otto Rossler [8] zaproponowal uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

¥ =—y—2z

(3) Yy =x+by ,

Z'=b+z(x —a)
w ktérym dla pewnych ,klasycznych” wartosci parametrow b = 0.2, a = 5.7
obserwowane jest istnienie chaotycznego atraktora — zobacz rysunek 4.

Rys. 4. Obserwowany atraktor w uktadzie (3) dla parametréw b = 0.2, a = 5.7.

Okreslamy sekcje Poincarégo IT = {(0,y,2) : y, 2z € R, 2’ > 0}. Zbi6r II jest
podzbiorem plaszczyzny {x = 0} skladajacym si¢ z punktéw spelniajacych
warunek ' = —y — z > 0. Oznacza to, ze skladowa x(t) trajektorii ukladu (3)
przy przecigciu ze zbiorem II zmienia znak z minus na plus. Fragment sekcji II
oraz przyktadowa trajektoria uktadu sa przedstawione na rysunku 5.

Rys. 5. Z lewej — przyktadowa trajektoria uktadu (3) dla parametréw b = 0.2, a = 5.7 oraz
fragment sekcji Poincarégo II. Z prawej — obszar pulapka B (na czerwono) i oszacowanie na jego
obraz P(B) (na z61to).

Mozemy teraz okresli¢ odwzorowanie Poincarégo P : II — II. Dla z € II
definiujemy P(x) jako punkt pierwszego powrotu trajektorii punktu z do zbioru
II, o ile taki punkt istnieje. W przeciwnym przypadku z nie jest w dziedzinie P.
7 zalozenia transwersalnosci przeciecia ' > 0 mozna wywnioskowaé, ze
odwzorowanie P jest rézniczkowalne na swojej dziedzinie.
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Komputerowo wspierany dowdd istnienia dynamiki symbolicznej oraz nieskonczenie wielu orbit okresowych
o dowolnie wysokich okresach podstawowych w ukladzie (3) podal Zgliczynski [12]. W pracy [10] wynik ten zostal
rozszerzony do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Okreslamy podzbiory I1 (pomijamy wspdlrzedng x =0)
B:[ZB,T‘B]XZ, M:[ZM,T‘M]XZ, N:[ZN,TN]XZ,

gdzie lB = —10.7, B = —2.3, ZM = 8.4, M = —7.6, ZN = —5.7, N = —4.6,
Z =1[0.028,0.034]. Wtedy

e 2bidr B jest dodatnio niezmienniczy dla P (czyli P(B) C B), co implikuje
istnienie zwartego, spdjnego atraktora A = (5, P*(B) w ukladzie (3) jako
przeciecia zstepujgeego ciqgu zbiorow zwartych i spojnych;

o maksymalny podzbiér niezmienniczy H = Inv(P2, N U M) jest jednostajnie
hiperboliczny dla P?;

o dynamika P? w zawezeniu do H jest sprzezona z pelng dynamikq
symboliczng na dwdoch symbolach. W szczegélnosci zbior H zawiera
przeliczalng liczbe orbit okresowych o dowolnie duzych okresach
podstawowych.

Zbiér dodatnio niezmienniczy B oraz oszacowanie na jego obraz P(B) przedstawiono na rysunku 5. Zbiory N, M

zostaly pokazane na rysunku 6.
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Rys. 6. Zbiory N i M uzyte do konstrukcji dynamiki symbolicznej oraz oszacowanie na obraz ich
wybranych krawedzi poprzez P2.

Pojecie hiperboliczno$ci zbioru niezmienniczego jest uogdélnieniem znanego pojecia hiperbolicznosci punktu statego,
czy tez hiperbolicznoéci odwzorowania liniowego — wartosci wlasne rézniczki odwzorowania w punkcie stalym nie
leza na okregu jednostkowym. W takim przypadku podprzestrzen styczna w punkcie staltym rozpada si¢ na dwie
podprzestrzenie niezmiennicze. Jedna odpowiada wszystkim wartosciom wtasnym o module mniejszym od jeden,

w ktorej wektory sa wykltadniczo szybko skracane przez rézniczke odwzorowania. W tej drugiej, odpowiadajacej
wartosciom wlasnym spoza kota jednostkowego, wektory sa wyktadniczo szybko wydtuzane.
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Rys. 7. Hiperboliczna orbita o okresie 4 dla odwzorowania Hénona wraz z rozbiciem
hiperbolicznym. Kierunki niebieskie sa cyklicznie przeksztalcane na siebie przez
rézniczke odwzorowania, a wektory w nich sa wykladniczo szybko skracane. Analogicznie
w podprzestrzeniach czerwonych wektory sa wykladniczo szybko wydtuzane.
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Podobnie wyglada to dla hiperbolicznych orbit okresowych. W kazdym punkcie
takiej orbity mamy wyréznione kierunki wyktadniczego skracania i wydtuzania
wektorow z przestrzeni stycznej. Ponadto te kierunki sa cyklicznie przeksztatcane
na siebie przez rézniczke odwzorowania w kolejnych punktach trajektorii —
zobacz rysunek 7.

Idac dalej, mozemy uogdlni¢ pojecie hiperbolicznosci na dowolne zbiory
niezmiennicze — rozbicie na kierunki wyktadniczego rozciagania i Sciagania
odbywa si¢ wzdhuz kazdej trajektorii tego zbioru. Ponadto predkosci
wykladniczego Sciagania i rozciggania sa wspélne i jednostajnie odseparowane
od 1 — niezaleznie od wyboru trajektorii.

Zgliczynski [12] podal geometryczne warunki (nazywane dzisiaj relacjami
nakrywajacymi), ktére implikuja istnienie dynamiki symbolicznej dla pewnego
cigglego przeksztalcenia ptaszczyzny. W przypadku odwzorowania Poincarégo P
z Twierdzenia 2 sprowadzaja si¢ one do pieciu nieréwnosci:

myP2(y,2) < Iy dla (y,2) € {lu} x Z,

P2y, z) >rn dla(y,2) € {ru} x Z,
(4) P2 (y,2) < Iy dla (y,2) € {rn} X Z,

myPi(y,z) > rny dla (y,2) € {In} X Z,

. P%(y,z) € intZ dla(y,2) € NUM.
Symulacja numeryczna (rysunek 6) daje silna przestanke, ze te nieréwnosci sa
spelnione. Dowdd hiperbolicznos$ci zbioru niezmienniczego sprowadza si¢ do
sprawdzenia dodatniej okreglonoéci macierzy DP?(z)TQDP?(x) — Q, dla
wszystkich x € N U M, gdzie @ jest dowolna, ustalona nieosobliwa macierza
diagonalna [10].
Analogiczne warunki mozna sformutowaé dla odwzorowania (2) i dotycza one
obrazéw krawedzi réwnolegltobokéw Ny, N1, Na, jak pokazano na rysunku 2.
Odwzorowanie Rosslera (2) zadane jest jawnym wzorem. Dlatego sprawdzanie
afinicznej nieréwnosci Az + By + C > 0 na krawedzi [p, q] jednego ze zbioréw N;
sprowadza sie do badania znaku wielomianu jednej zmiennej stopnia co najwyzej
osiem

[0,1] 3¢ — ([A,B];R*(pt + (1 — t)q)) + C € R.

Jest to zadanie teoretycznie mozliwe do wykonania na papierze, niemniej bardzo
uciazliwe.
Analiza staje si¢ bardzo trudna w przypadku odwzorowania Poincarégo P
i warunkéw (4). Tutaj pojawia sie miejsce, gdzie mozna wykorzystaé moc
obliczeniowa komputeréw. Potrzebne sa algorytmy, ktoére beda obliczaly
oszacowania obrazéw zbioréow przez funkcje i ich pochodne. Podstawowymi
narzedziami Scislej analizy numerycznej sa arytmetyka przedzialowa oraz
tzw. algorytmiczne rozniczkowanie, ktére omoéwie w kolejnych rozdziatach.

Arytmetyka przedziatowa

Komputery w swojej naturze sg skonczone — potrafia zapamietaé¢ skonczenie
wiele danych i wykonaé skoficzong liczbe operacji na nich. Nie da si¢ zakodowaé
w pamieci komputera liczb rzeczywistych, a tym bardziej 2%. Dlatego potrzebny
jest wybor rozsadnej, dostatecznie bogatej klasy podzbioréw R"”, ktorej elementy
z jednej strony mozna tatwo kodowaé w pamieci komputera, a z drugiej mozna
efektywnie wykonywac na nich operacje mnogoéciowe, czy tez oszacowywac ich
obrazy przez funkcje elementarne. Jednym z mozliwych wyboréw jest klasa
przedzialéw domknietych [7] i ogélnie kostek (iloczynéw kartezjanskich
przedziatéw) w R™. Bedziemy rozwazaé tylko przedzialy zwarte i oznaczaé je
przez

[a] = [a,a] ={z €eR:a <z <a}.
Zbiér wszystkich zwartych przedzialéw bedziemy oznaczaé przez

I={[g,a]:g,a€R, a<a}.

Dla ograniczonego i niepustego podzbioru S C R™ oznaczamy otoczke
przedzialowa zbioru S przez

[S]r = ({[u : [u] €T, S C [u]} € T",
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przy czym w powyzszym utozsamiamy elementy

"5 (1), [2a]) = 2] X -« x [2a] € 2%
Elementy I" bedziemy nazywaé¢ wektorami przedzialowymi. Elementy I" jako
zbiory z dokladnoécia do powyzszego utozsamienia, w naturalny sposob maja

zdefiniowane relacje
= -

)

N
Ponadto mozemy zdefiniowa¢ dziatania
M1 x I 5 ([al], [B])
U= 1" x I 5 ([a], [B])

— la] N [b] € T" U {0},

— [laJUb]]; €T

Dziatania w arytmetyce przedziatlowej.

Niech [a] = [a,@] oraz [b] = [b,b] beda dwoma niepustymi przedzialami.
Definicja 1. Okreslamy rozszerzenie standardowych dzialan arytmetycznych dla
liczb rzeczywistych x € {+, —, *, +} na przedzialy [a], [b] € I za pomocq

[a] x [b] = {z*xy:z € [a, y € [b]},
przy czym dla dzielenia zakladamy dodatkowo, Ze 0 & [b].

Zauwazmy, ze:

e kazde dzialanie elementarne na przedziatach mozna zrealizowaé za pomoca
skoniczonej liczby poréwnan oraz dzialan na ich koncach:
[a, @]+ [bb] =[a+ba+D],
la,a] - [b,5] = [a—b,a—1]
[a,@]* [b,b] = [min{axb,axb,axb,ax*b}, max{axb,axb,ax*b,axb}],
[a] = [b,b] = [a] «[1/b,1/b], oile 0 ¢ [b,b];

e nie ma rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, np. dla [a] = [—1, 1],
b = [2,2] mamy

[a] + [b] — [a] * [b]

[-1,1] % [2,2] — [-1,1] % [2,2]

[-2,2] — [-2,2] = [-4,4]
[a] = ([] = [b]) = [=1,1] [0, 0] = [0,0].

e dla dowolnych przedzialéw [a], [b], [¢] prawdziwa jest inkluzja

[a] * (0] + []) C [a] % [b] + [a] * [¢].

W podobny sposéb mozna zdefiniowaé rozszerzenie funkcji elementarnych

)

sin, cos, /", exp, log, . ..
na argumenty przedziatowe; na przyktad
sin([z]) = [inf{sin(a) : a € [z]}, sup{sin(a) : a € [z]}].

Definicja 2. Funkcje f: R™ — R, ktorg mozna wyrazi¢ za pomocq skonczonej
liczby zlozen funkcji i@ dzialan elementarnych, nazywamy funkcja prosta. Dla
funkcji prostej f : R™ — R z ustalong reprezentacjq (skoriczona liczba zlozen
funkcji i operacji elementarnych) przez [f]([x1], [z2], - .., [zn]) bedziemy oznaczad
ewaluacje funkcji f w arytmetyce przedzialowe;.

Zwykle reprezentacja funkcji f jest ustalona i nie prowadzi to do nieporozumien.
Przyklad 3. Oszacowanie [f]([x]) moze zalezed od reprezentacji f. WeZmy na
przyklad funkcje f(z) = (x —1)2 =1 = 2(z — 2) = 22 — 22 oraz [z] = [0, 1]. Wtedy

([o] = 1)* =1 =[-1,0" = 1= [~1,0],

2] # ([2] = 2) = [0,1] % ([0, 1] = 2) = [0, 1] * [-2, 1] = [-2,0],
[2]” = 2[2] = 0,1 = 2[0, 1) = [0,1] = [0,2] = [~2, 1].
Niezaleznie od reprezentacji wyrazenia otrzymany przedzial zawiera obraz

odcinka [0, 1] przez funkcje f. Przyklad ten sugeruje, ze nalezy minimalizowaé
liczbe wystapien zmiennych w wyrazeniach (tzw. dependency problem).
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Twierdzenie 3. ([7]) Jesli f : R™ — R jest funkcjg prostq, [u] € I™ oraz [f]([u])
istnieje, to

f([ul) < [f]([u])-

W Definicji 1 przyjelismy zalozenie, ze potrafimy dokladnie oblicza¢ sume,
réznice, iloczyn i iloraz dwoch przedzialéw za pomoca operacji na ich koncach.
Mozna ograniczy¢ si¢ do przedzialéw o koncach wymiernych. Klasa takich
przedzialéow jest domknieta ze wzgledu na operacje sumy, réznicy, iloczynu i
ilorazu. Niestety, koszt obliczen na liczbach wymiernych jest na ogoét
nieakceptowalny — w praktycznych zastosowaniach pojawiaja nieskracalne
ilorazy bardzo duzych liczb catkowitych. Kompromis miedzy szybko$cig obliczen
i dokladno$cia wynikow realizuja liczby zmiennoprzecinkowe. Klasa ta wprawdzie
nie jest domknieta ze wzgledu na operacje arytmetyczne, ale w standardzie IEEE
754 [6] bardzo precyzyjnie okreslono sposéb rzutowania (zaokraglania) wynikéw
do liczb zmiennoprzecinkowych.

Standard IEEE 754

Standard IEEE 754 [6] okresla miedzy innymi

e sposéb reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych oraz
e zasady wykonywania obliczen na liczbach zmiennoprzecinkowych.

W obliczeniach przeprowadzanych na komputerze najczesciej korzysta sie z liczb
typu double. Kazda liczba typu double jest zakodowana w 64-bitowym ciagu.
Prosta konsekwencja jest fakt, ze w typie double mozemy zakodowaé co
najwyzej 264 liczb rzeczywistych (w istocie znacznie mniej). Oznaczmy zbiér
wszystkich liczb reprezentowalnych w formacie double przez R.

Rounding

Standard IEEE 754 okresla rowniez kilka sposobéw zaokraglania liczb
rzeczywistych do liczb reprezentowalnych — podamy tylko dwa najwazniejsze
z punktu widzenia dalszej czedci artykutu. Sa to

e roundUp, czyli zaokraglanie w gére:
"Rz —min{uecR:2<u} eR,
e roundDown, czyli zaokraglanie w dét:

IR>z—max{fueR:u<z}eR.

Dzialania elementarne

Standard IEEE 754 okresla rowniez dokladno$é z jaka procesor musi wykonaé
operacje arytmetyczne dla: dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia
i pierwiastkowania. W szczegdlnosci, jesli a,b € R, x € {4, —, %, +} oraz
procesor jest w trybie zaokraglania O€ {1, |}, to

la O (%)b—a*b| < |axblenm
al(xb<axb<al (x)b
gdzie ey jest precyzja w danej reprezentacji i np. dla typu double wynosi

ey = 2773, W powyzszym, przez a O (x)b rozumiemy wynik dzialania
arytmetycznego a * b wykonanego przez procesor w trybie zaokraglania O.
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Przedzialy reprezentowalne

Oznaczenie: Zbior przedzialéw, ktérych kofice sa liczbami reprezentowalnymi
(czyli ze zbioru R) nazywamy przedzialami reprezentowalnymi i oznaczamy I.

Arytmetyke przedzialéw rzeczywistych mozemy zawezié¢ do przedzialéw
reprezentowalnych z uwzglednieniem funkcji zaokraglajacych. Dla operacji
elementarnych okre$lonych w standardzie IEEE 754, czyli {4, —, %, +, va } oraz

[a], [b] € T okreslamy

la,a]+[bB] =[a | (+)baT(+) €l
Podobnie dla mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania. Pozostale funkcje
elementarne, ktore nie sa wspierane standardem, moga by¢ zrealizowane za
pomoca istniejacych operacji, chociaz w niejednoznaczny i zalezny od
implementacji sposéb. W dalszej czesci artykutu bede uzywal symboli dziatan
arytmetycznych dla przedzialéw reprezentowalnych z pominieciem znaku™
(z kontekstu bedzie wiadomo, czy nalezy zastosowaé zaokraglanie).

Przyklad 4. Funkcje wykladniczg mozna zrealizowaé w arytmetyce przedzialow
reprezentowalnych w nastepujgcy sposob.
Niech [e] bedzie najmniejszym w sensie inkluzji przedzialem reprezentowalnym

zawierajgeym stalg Fulera. Jedli z € [0,1) N HA%, to

20 221

expl(z) =3 7+ o)
1=0

dla pewnego z. € [0, z]. Wykonujgc obliczenia na komputerze powyzsze wyrazenie
ewaluujemy na przyktad tak:

20 i z 21
exp(lz.2]) € [Z;'Z] + [(251])'
i=0 .

przy czym wielomian moze byé ewaluowany za pomocg schematu Hornera.
Jezeli z ¢ [0,1) to z = p+vy, gdzie p jest liczbg calkowitq, a y € [0,1). Wtedy
exp(z) € [e]? * exp([y]). Wyrazenie [e]? jest zwyklym iloczynem przedzialow.
Dla dowolnego przedzialu reprezentowalnego [x] = [x,T], korzystajac

z monotonicznosci funkcji wykltadniczej mozna okresli¢

exp([]) := exp([z, z]) U exp([z, T]).
Przyklad 5. Wartosé wyrazenia (1) oszacowana w arytmetyce przedzialéw

reprezentowalnych to [—5.9029581035870565, 4.7223664828696463] - 102!,

Otrzymany przedzial oczywiscie zawiera dokladny wynik, a jego (nie)dokladnosé
sugeruje, ze pojawily sie problemy numeryczne przy ewaluacji.

Algorytmiczne rézniczkowanie

Ponizej przedstawie kilka podstawowych technik algorytmicznego
rézniczkowania, czyli sposobéw numerycznego obliczania pochodnych funkcji.
Najwazniejsze cechy tej grupy algorytméw to

e obliczenie przyblizonej warto$ci pochodnej nie wymaga wyznaczania
wzoréw na pochodng (sic!),

e algorytmy mozna stosowaé do funkcji wielu zmiennych,

e funkcje nie muszg byé¢ dane jawnym wzorem — stosuje sie je do funkcji
uwiklanych czy rozwiazan réwnan rézniczkowych,

e rézniczkowaé mozemy algorytmy (stad nazwa metody).

Forward Differentiation

Zaczniemy od najprostszego przykiadu pochodnej pierwszego rzedu dla funkcji
jednej zmiennej.

Operacje i funkcje elementarne dla liczb (rzeczywistych lub zespolonych)
rozszerzymy na odpowiadajace im operacje na parach liczb zgodnie z dobrze
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znanymi formulami rachunku rézniczkowego. Pierwszy element pary (u,u')
bedzie odpowiadal za warto$é pewnej funkcji w punkcie, natomiast drugi element
tej pary — za pochodna tej funkcji w tym samym punkcie. Podamy dla przyktadu
kilka podstawowych operacji na parach:

o (u,u') £ (v,0") = (utov,u £,

o (u,u')* (v,v") = (wv,uv’ + u'v),
o (u,u)/(v,v) = (ufv, (u" = (u/v)v')/v),
o sin(u,u’) = (sin(u), cos(u)u').
Jak to dziala w praktyce? Najprosciej zilustrowaé to na przyktadzie.

Przyklad 6. Niech f(z) = (;EL_W Obliczymy f(3) oraz f'(3). W tym
T
celu

o kazdg stalg c, ktdra wystepuje we wzorze na f zastepujemy przez pare (c,0)
(pochodna stalej po zmiennej niezaleznej jest réwna zero),
o kazde wystgpienie zmiennej niezaleznej zamieniamy na pare (x,1).

Zastosowanie arytmetyk: dla par daje:

(B +(1,0)*(3.1) - (20) _ @=L _ (45 _ (g g)
(3,1) + (3,0) N (6,1) - (6,1) '

Otrzymana na koricu para to f(3) oraz f'(3).

Prawda, ze szybko? I bez wyliczania wzoru na f’.
Ro6zniczkowanie funkcji wielu zmiennych

Wprowadzona wczesniej arytmetyka par moze zostaé¢ rozszerzona na arytmetyke
wektorow. Pierwszy wspélczynnik wektora reprezentuje wartosé pewnego
wyrazenia w punkcie, a kolejne wspoétczynniki odpowiadaja kolejnym pochodnym
czastkowym. Takie podejscie pozwala nam na liczenie jednoczeénie wszystkich
(lub wybranych) pochodnych czastkowych funkeji proste;.

Przyktad 7. Obliczymy wartosé i pochodne czgstkowe f(x,y) = ZHutl

zy—1
w punkcie (2, —2). Kazde wystgpienie zmiennej x zastepujemy przez trdjke

(2,1,0), y przez (y,0,1) i stale przez (¢,0,0). Mamy

+ (=
(210)(201) (100)_(—5—22)_ 5725 25
czyli f(2,-2) = —% 8f(2 —2) = —ﬁ oraz 670(2 —2) = %

Metoda rézniczkowania w przéd jest zalecana do obliczania pochodnych funkcji
f:R* - R™ gdy n < m. Gdy n jest duze, pojawia sie spory narzut
obliczeniowy polegajacy na nadmiarowym propagowaniu zer w wektorach

(ug, ..., un), np. dla funkeji 8 zmiennych (x4, ...,zs), w ktérej pierwszym
dziataniem jest dodawanie z1 + 22 musimy obliczy¢

(1,1,0,0,0,0,0,0,0) + (z2,0,1,0,0,0,0,0,0) = (z1 + 22,1,1,0,0,0,0,0,0).

Istnieje grupa algorytméw (Backward Differentiation), w ktérej ten narzut jest
calkowicie wyeliminowany (pojawia sie za to narzut pamieciowy), jednak
ze wzgledu na ograniczona objetosé tego artykutu pominiemy jej opis.

Szeregi Taylora funkcji jednej zmiennej

Wprowadzimy nastepujace oznaczenie:

M (@)
@) = =

na k-ty wspélezynnik Taylora funkcji f w punkcie z. Okazuje sie [5], ze mozna
tatwo oblicza¢ wspdlczynniki Taylora funkcji prostych rozszerzajac wprowadzona
wezesniej arytmetyke dla par na arytmetyke wektoréw (ug, w1, ..., u,), gdzie ug
jest wartoscia k-tego wspolczynnika Taylora pewnej funkcji w punkcie. Podamy
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tutaj tylko kilka przyktadowych formut:
(f £ g)[k] = flK 4 glM

k
(f- gt = Z FU gl+=4 (waér Leibniza)
i=0
1 Rl , ,
(f/g)[k] = W <f[k] — Z(f/g)m -g[k_l]> (przeksztalcony wzér Leibniza)
i=0
exp(f) dla k=0

o FNF — :
(exp(f)) {% Sk ifl (exp(f)*! dla k>0

Ostatni wzér mozna latwo wyprowadzi¢ wykorzystujac tozsamosé ¢/ = g - f,
gdzie g = exp(f), oraz wzér Leibniza. Dla k > 0 mamy

k—1 k—1 k
kglt) — Z(f/)[i]g[k—l—i] _ Z(i 1) flittlglh—1-i) — Zif[i]g[k—i]'
=0 1=0 =1

Przyklad uzycia tej arytmetyki zostanie podany w dalszej czedci artykutu, przy
okazji omawiania zagadnien poczatkowych dla rownan rézniczkowych

(Przyktad 8).
Metoda Taylora dla ré6wnan rézniczkowych

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
() o' = f(z),  2(0)=o.
Oznaczmy F = fox: I C R — R", gdzie I jest pewnym przedzialem otwartym
zawierajacym zero. Zauwazmy, ze
1
6 10y = ——FI"(0).
(6) 2"411(0) = — < Fl7l(0)

Powyzsza tozsamos$¢ pozwala na iteracyjne wyznaczanie wspolczynnikéw Taylora
z[ (0) bez wyliczania wzoréw na pochodne pola wektorowego. Liczymy
jedynie wspélczynniki Taylora dla F', ktéra jest funkcja jednej zmiennej.

22

Rys. 8. Graf pola wektorowego z Przykltadu 8.

Przyktad 8. Zilustrujemy metode na przykiadzie réwnania, ktore z jednej strony
jest zadane nietrywialng formulq, o z drugiej da sie rozwigzac analitycznie.
Rozwazmy réownanie

{:i: =y(@® +v?)
y=—a(@®+y?)

z warunkiem poczgtkowym (o, yo) = (1, —1). Ustalamy reprezentacje pola
wektorowego f tak, jak przedstawiono na rysunku 8. Warunek poczgtkowy ustala
wartodci 1% =1 oraz yl° = —1 (tutaj i w dalszej czesci praykladu pomijamy
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argument, ktdry zawsze jest réwny zero). Nastepnie ewaluujemy wyrazenie

Ugo] =zl 5 20 =1,
o) = yl0h sy 0l = 1,
vgo] =gl =1,
UZEO] = vg‘” + Uéo] =2,
FO g2
SO O B
Korzystajgc z tozsamosci (6) otrzymujemy 1 = Fl[O] = -2 oraz

y = FQ[O] = —2. Propagacja pierwszych pochodnych przez graf wyrazenia (5) daje

vgl] = 2%zl s gl = —4,

Uél] = 2x gyl w yll] =4,

vz[,,l] = gl = 2,

04[11] = vgl] + vgl} =0,

F1[1] =yl & vé{l” +yl UP = —4,

F2[1] = U:[,,O] * ’UE] + ’Ugl] * ’ULO] =4.

Ponownie korzystajgc z tozsamosci (6) otrzymujemy o2 = %Fl[l] = —2 oraz
yl = %FQM = 2. Otrzymalismy poczgtek rozwiniecia w szereg Taylora rozwigzania
zagadnienia poczgtkowego

x(t)=1—2t—2t2 ...

y(t) = —1—2t+ 26> + ...

bez wyznaczania pochodnych samego pola wektorowego. Dalsze iteracje pozwalajq
obliczyé wspdtczynniki Taylora z™, 4™ dla dowolnie duzego, skoriczonego n.

Scisla metoda Taylora

Przyklad 8 sugeruje, ze mozna latwo rozwija¢ w szereg Taylora rozwiazania
zagadnien poczatkowych, o ile pole wektorowe jest funkcja prosta. Nie wiemy
jednak, na jakim przedziale czasowym to rozwiazanie jest okreslone. Pokazemy
teraz, ze korzystajac z arytmetyki przedziatlowej oraz algorytmicznego
rézniczkowania mozna zdefiniowaé algorytm, ktory dowodzi istnienia rozwigzan
dla zbioru zagadnien poczgtkowych na jawnie okreslonym przedziale czasowym.

Wejsciem algorytmu sa:

e i = f(xz) — réwnanie rézniczkowe z prawg strona bedaca funkcja prosta,
e [X] - zbidér warunkéw poczatkowych, najczesciej wektor przedzialowy,
e h — proponowany krok czasowy.

Algorytm oblicza
o [Y] - taki, ze [X](0,h) C [Y] (tzw. rough enclosure)
e oszacowanie na [X](h). W przypadku metody Taylora jest to

[(X](h) C ZT:X H0)R* + Y 0)
k=0

dla pewnego r > 0,

lub zwraca Failure, jezeli nie jest mozliwe obliczenie [Y] oraz [X](h). Ten
przypadek nie oznacza, ze rozwiazania nie istnieja — po prostu algorytm nie byt
w stanie udowodnié, ze sa zdefiniowane na przedziale [0, h].

Najwazniejszym krokiem jest obliczenie rough enclosure. Podam tutaj
najprostszy algorytm, tzw. First Order Enclosure. Poprawnosé tego algorytmu
jest oparta o nastepujace proste twierdzenie.
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Twierdzenie 4. Niech f: R™ — R"™ bedzie gladkim polem wektorowym,
[X],[Y] C R™ bedg wektorami przedzialowyms. Ustalmy h > 0. Jesli

[XT+ [0, ][F)([Y]) € int([Y]),
to

o dla xy € [X] rozwigzania zagadnienia poczgtkowego (5) jest okreslone na
[0
]

przedziale [0, h] oraz
o zo(t) € [X]+[0,h][f]([Y]) dla t € [0, R].

Algorytm First Order Enclosure polega na zgadnieciu zbioru [Y], a nastepnie
sprawdzeniu, ze spelnia on zalozenia Twierdzenia 4. Metod zgadywania moze by¢
oczywiscie wiele. Jedna z najprostszych, ale zadziwiajaco skutecznych predykeji
jest okreslenie

[Y] = [X] + hx [—a, 1+ O][f]([X]),
dla pewnych nieduzych a,b > 0. Zilustrujemy to na przykladzie.

Przyklad 9. Rozwaimy réwnanie "’ = —sin(x) + 0.12". Ustalamy krok czasowy
h = 0.25 oraz warunek poczgtkowy [X] = [1,2] x [0.4,0.5]. Obliczamy w
arytmetyce przedziatowej

[Y] = [X] + h[—.2, 1.5] = [f]([X]) C [0.9749, 2.1875] x [0.04, 0.548],
(Z] = [X] + [0, ] * [f]([Y]) C [1.0,2.137] x [0.1502,0.5] C int([Y]),

co dowodzi, ze [Y] spelnia zalozenia Twierdzenia 4.

Zbiory [X],[Y] i [Z] zostaly przedstawione na rysunku 9.
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Rys. 9. Obliczenie rough enclosure dla danych z Przyktadu 9: [X] (czerwony) — zbiér warunkéw
poczatkowych, [Y] (niebieski) — obliczony kandydat na rough enclosure, [Z] (zielony) —
oszacowanie na trajektorie wychodzace z [X| na przedziale czasowym [0, h].

Podsumowanie

Artykul stanowi bardzo krétkie wprowadzenie w tematyke komputerowo
wspieranych dowodéw w ukladach dynamicznych. Pominatem wiele technicznych,
czesto bardzo subtelnych szczegdtéw, bez ktorych przedstawione metody sa mniej
efektywne lub wcale nie dzialaja (nie da sie otrzymaé oszacowan lub sg one zbyt
duze, aby byly uzyteczne). Pominalem réwniez algorytmy obliczania oszacowan
na odwzorowanie Poincarégo i jego pochodne — jest to temat na oddzielny
artykut.

Mam jednak nadzieje, ze udato mi sie zarysowaé ogoélny schemat postepowania
przy konstrukcji komputerowo wspieranego dowodu pewnej wtasnosci uktadu
dynamicznego. Nalezy najpierw sprowadzi¢ badany problem za pomoca dobrze
dobranych abstrakcyjnych twierdzen do skonczenie wielu nieréwnosci, ktére
nastepnie moga by¢ sprawdzone za pomoca komputera.
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