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Byl pewien starozytny grecki geodeta, ktérego zadaniem byto odmierzaé
prostokatne pastwiska na zboczach Olimpu. Zauwazyl on, ze ilekro¢ pastwisko
ma wymiary a na b, to dtugosé jego przekatnej c spenia zaleznosé ¢ = a? + b2.
Jakkolwiek prawidlowos¢ ta zawsze okazywala sie prawda, éw geodeta byl
przeciez czlowiekiem sumiennym i czut sie w obowiazku za kazdym razem
zmierzy¢ owa przekatna, zanim wpisal jej dlugo$¢ do Formularza Charakterystyki
Gruntu (druk P572). Wszak nie ma zadnego powodu, by zalezno$¢ prawdziwa

w przypadku tysiaca innych pastwisk, sprawdzita sie¢ w jakim$ zupelnie nowym
przypadku — bylaby to bezzasadna wiara w prawo serii!

Czy w takim razie geodetow nalezy dzieli¢ na dwie kategorie: sumiennych, ktérzy
sprawdzaja wszystkie spostrzezone zaleznosci we wszystkich poszczegdlnych
przypadkach, oraz lekkomyslnych, ktorzy bezpodstawnie wierza w prawo serii?
Otdz, okazuje sig, ze jest tez mozliwosé posrednia, dostrzezona przez Euklidesa.
Mozna bowiem sformulowaé pewne minimalne wymagania (zwane aksjomatamsi),
ktore powinno spelniaé pastwisko. Aksjomaty te to winny by¢ prawdy proste

i oczywiste — a najlepiej jeszcze takie, ktérych prawdziwos$é w przypadku nowo
obmierzanego pastwiska tatwo sprawdzi¢. Na bazie tych aksjomatéw mozna
nastepnie, metoda rozumowania matematycznego, wydedukowaé¢ rozmaite
konsekwencje, w tym powyzsza zalezno$é c? = a2 + b2. I tak, przystepujac do
pomiaréw w nowym miejscu, sprawdziwszy wpierw, ze spelnia ono aksjomaty,
niejako za darmo dostajemy gwarancje, ze spelnia ono tez wszystkie zalezno$ci

z tych aksjomatow wyprowadzone.

Powyzsza przenos$nia ma obrazowaé¢ metode postepowania na jakiej bazuje cala
wspoélczesna matematyka. Bo jakkolwiek jej celem jest czesto badanie
konkretnych obiektéw (pastwisk), to jednak nie jest to badanie empiryczne,

w ktérym pieczotowicie sprawdzamy nasze zaleznosci — zwykle zreszta jest to
niemozliwe, bo wigkszo$é prawidlowosci wymagatoby sprawdzenia nieskonczenie
wielu przypadkow. Zamiast tego, formulujemy zbiory aksjomatéw, opisujacych
badany obiekt. W zaleznosci od sytuacji, aksjomaty te przyjmujemy ,na wiare”
lub dowodzimy w oparciu o jaka$ szersza teorie. Wtedy reszta pracy
matematycznej staje sie dzialaniem Scistym i formalnym: szukamy dowodu, ze
interesujaca nas prawidlowo$¢ jest konsekwencja przyjetych aksjomatéw. Pytanie
tylko, czy taki dowdd zawsze istnieje, nawet jesli prawidlowos¢ jest w jakims$
sensie prawdq?

Zanim pdjdziemy dalej w tych rozwazaniach, musimy wprowadzié¢ troche
oznaczen. Konkretne obiekty matematyczne (pastwiska) bedziemy nazywali
modelami i oznaczali symbolami M, M’. Przyktady takich modeli to na
przyklad liczby rzeczywiste R z operacjami dodawania i mnozenia, oznaczane
(R, (+), (+)), czy liczby naturalne N z tymi samymi operacjami (N, (+), (+)).
Pojedyncze prawidlowosci matematyczne wyrazajace pewne wlasnosci modeli
(jak na przyklad, warunek (a+b)? = a®>+2ab+b?) bedziemy nazywali formulami
i oznaczali @, ¥. I tak, przemienno$é¢ dodawania wyraza formula

¢ = (Va,y. z+y = y+x) méwiaca, ze dla kazdej pary liczb z 1 y ich suma jest
przemienna. Aksjomatyka lub teoria to nic innego jak pewien zbiér formul
I'={p1,...}.

Rozwazmy konkretny model M i formule . Jezeli ¢ jest prawdziwa w modelu
M, to oznaczamy ten fakt M = ¢ (méwimy tez, ze M spelnia ).

W przeciwnym przypadku formula ta jest falszywa, co oznacza ze M spelnia jej
negacje: M = —p (symbol — to symbol negacji logicznej). I tak, w kazdym
modelu w ktérym umiemy dodawaé i mnozy¢, albo istnieje liczba, ktérej kwadrat
jest réwny 141, albo taka liczba nie istnieje. Czyli zawsze albo M = ¢, albo

M E —p. Powyzsza notacje mozemy rozszerzy¢ na zbiory formul: M [ T, jesli
M E ¢ dla kazdej formuly ¢ z T'. Relacje = nazywamy relacja semantyczng, bo
opisuje ona faktyczne Swiaty matematyczne — modele.
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Dowéd Twierdzenia 1:

Zalézmy, ze istnieje pewien skonczony
dowéd P formuly ¢ w oparciu

o aksjomaty z I'. Wezmy dowolny model
M i zatézmy, ze M |=T'. Przez indukcje
po strukturze dowodu P pokazmy, ze
wszystkie posrednie wystepujace w nim
formuly réwniez sa prawdziwe w M.

W takim razie M |= .

Schemat konstrukcji z Twierdzenia 2:
Rozumujemy przez sprzecznosé,
zakltadajac, ze I' I/ ¢. Najpierw
rozszerzamy nasza aksjomatyke do
wigkszego zbioru IV D I'. Robimy to
dorzucajac do I' kolejne formuty, dbajac
by na kazdym etapie wcigz zachodzilto

I I/ . Nastepnie tworzymy tzw. model
syntaktyczny Mo, ktéry ma te wlasnosé,
ze dla kazdej formuly 1 zachodzi Mg |= ¢
wtedy i tylko wtedy, gdy T F 1. Oznacza
to w szczegdlnosci, ze Mo |=T7 D T oraz
Mo [E . Czyli T = ¢ i mamy
poszukiwana sprzecznosé.

Aksjomat wyboru méwi, ze w kazdej
rodzinie zbioréw niepustych mozna
wybraé po jednym elemencie z kazdego
zbioru. Pomimo swego niegroznego
sformulowania, jego zaltozenie implikuje
istnienie réznych ,dziwnych” obiektéw,
jak np. zbioréw niemierzalnych.

Opisany powyzej sposéb pracy matematyka dzieli si¢ zatem na dwa etapy:

w pierwszym formulujemy aksjomatyke I' i przekonujemy sie, ze M = T;

w drugim prébujemy wywnioskowaé interesujaca nas formute ¢ z I
Whioskowanie takie to podanie $cistego matematycznego dowodu: pewnego
skonczonego obiektu matematycznego, ktory w oparciu o przyjete reguty
wnioskowania i zalozenia z I wykazuje . Gdy taki dowdd istnieje, to piszemy
I' F ¢. Zauwazmy, ze ta relacja F nie odwoluje sie do zadnego modelu M

— nazywamy ja konsekwencjq syntaktyczng, gdyz zaréwno formuly z T,
formuta ¢, jak i sam dowdd to w ostatecznosci skonczone napisy.

Matematyka nie jest jednak przeciez tylko systemem formalnym,
sprowadzajacym si¢ do przeszukiwania wszystkich mozliwych dowodéw. Pracujac
nad interesujacym nas twierdzeniem opieramy sie o intuicje dotyczace
faktycznych modeli. Oznacza to, ze tak naprawde interesuje nas relacja
konsekwencji semantycznej: powiemy, ze ¢ jest konsekwencjg semantyczng
aksjomatéw T’ (ozn. T |= ), jedli dla kazdego modelu M, ktéry spelnia wszystkie
aksjomaty z I', spelnia on tez ¢.

Jak zauwazyliémy powyzej, kazdy konkretny model M musi albo spelnia¢ dana
formule (M E @), albo jej nie spelniaé, co oznacza, ze M = —p. Wlasno$é ta
przestaje by¢ prawda dla powyzszej relacji semantycznej konsekwencji: moze by¢
tak, ze pewna aksjomatyka I' posiada dwa istotnie r6zne modele M7 i Ms, takie
ze My =T oraz My =T. Moze wtedy istnie¢ pewna formula ¢, ktéra zachodzi
w modelu M, natomiast jest falszywa w modelu My. Wtedy zaréwno T' £ ¢,
ale tez I’ £ —p, co oznacza formula ¢ jest niezalezna od T'. Przykladem takiej
sytuacji jest, gdy I' to standardowy zbiér pieciu aksjomatow Euklidesa, zas ¢ to
tzw. aksjomat Pascha, sformulowany przez Moritza Pascha w 1882 roku. Fakt, ze
sytuacja taka ma czasami miejsce, nie jest moze szokujacy, bo nietrudno
wyobrazi¢ sobie, ze kto§ zapomni o jakims do$é¢ istotnym aksjomacie, powodujac,
ze teoria I'" pewnych wtasnosci modeli po prostu nie specyfikuje. Jak si¢ pdzniej
przekonamy, sytuacja jest duzo bardziej powazna i nie chodzi tu tylko o nieuwage
przy doborze T'.

Naszym celem jest teraz zrozumienie zaleznosci pomiedzy dwiema relacjami
konsekwencji: semantycznej = oraz syntaktycznej F. Po pierwsze, reguly, jakich
uzywa sie w konstrukcji dowodéw matematycznych, sa same w sobie poprawne,
co daje nam nastepujace twierdzenie o poprawnosci.

Twierdzenie 1 (Twierdzenie o poprawnosci) JesliI'F ¢, to ' = .

Okazuje sie, ze zachodzi tez twierdzenie odwrotne, wykazane przez Kurta Godela
w 1929 roku.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie o pelnosci) JesliT' = ¢, to T' - .

Moéwi ono, ze jesli pewna wlasnosé ¢ jest prawdziwa we wszystkich modelach
danej aksjomatyki, to musi mie¢ pewien skonczony dowdd.

Powyzsze twierdzenie daje nam duza doze optymizmu: o ile tylko teza ¢, ktéra
chcemy udowodnié faktycznie wynika z przyjetych zalozen I', to musi o tym
zaswiadczaé pewien skonczony dowdd, ktory predzej czy pdzniej znajdziemy.
Optymizm ten jednak jest zwodniczy, o czym moze Swiadczy¢ historia Georga
Cantora. Jednym z gléwnych obiektéw jego badan byla sformutowana przez
niego w 1878 roku Hipoteza Continuum (ozn. ¢cp). Hipoteza ta méwi, ze kazdy
podzbiér X liczb rzeczywistych jest albo przeliczalny (jego elementy daje sie
ponumerowaé liczbami naturalnymi), albo réwnoliczny ze wszystkimi liczbami
rzeczywistymi (istnieje bijekcja pomiedzy X a R). Cantor wlozyl ogromny
wysitek w proby wykazania lub obalenia tej hipotezy. Niestety nie udato mu sie
osiagnac zadnego z tych celow, co podobno doprowadzilo go do szalenstwa.

7 obecnej perspektywy, badania Cantora mozna widzie¢ jak préby sprawdzenia
czy formuta pcp jest konsekwencja semantyczng przyjetej aksjomatyki teorii
mnogosci ZFC, czyli aksjomatyki Zermello—Fraenkla wraz z aksjomatem wyboru
(ozn. T'zpc). Jak sie okazalo, porazka Cantora nie wynikala z braku jego
pomystowoéci. Najpierw, w 1940 roku Kurt Godel stworzyt model My
speliajacy aksjomaty I'zrc, w ktérym pcp zachodzi. Oznacza to, ze
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Nawet jesli tych aksjomatow jest
nieskonczenie wiele! Stowo
wkonstruktywnie” nalezy tu rozumieé
przez opis jakas$ wspdélng formuta, lub
— bardziej $cisle — przez mozliwo$¢ ich
enumerowania przez program
komputerowy.

Tzrc t/ —~@cu, co tlumaczy dlaczego Cantorowi nie udalo sie obali¢ Hipotezy
Continuum. Problem ten zamknal Paul Cohen w 1963 roku, konstruujac przy
uzyciu stworzonej przez siebie metody forcingu inny model M spelniajacy
aksjomaty I'zrc. W modelu tym Hipoteza Continuum jest falszywa, co pokazuje
ze I'zrc I/ pcu — aksjomaty ZFC nie sa dosé silne by wykazaé prawdziwoséé
Hipotezy Continuum. Czyli hipoteza ta jest od nich niezalezna!

Naturalna reakcja na przedstawiony powyzej obraz sytuacji jest powiedzenie, ze
podobnie jak pie¢ aksjomatow Euklidesa bylo ,za stabe”, pozwalajac by
aksjomat Pascha byl od nich niezalezny, moze réwniez aksjomaty ZFC sa po
prostu ,zbyt stabe”. Prowadzi to do pojecia teorii zupelnej, czyli takiego zbioru
formul T, ze dla kazdej formuly ¢ zachodzi albo T' = ¢, albo T | —¢.
Przyktadem takiej teorii moze by¢ IV uzyta w dowodzie Twierdzenia 2, moga by¢
aksjomaty niepustego gestego porzadku liniowego bez elementu minimalnego ani
maksymalnego (opisujace (Q, <)), czy tez aksjomaty ciala rzeczywiscie
domknigtego (opisujace (R, (+), (+))). Warto moze dodaé, ze ostatni z
wymienionych wynikéw byl uzyskany przez Alfreda Tarskiego w 1931 roku.

Chcac uniknagé probleméw na jakie natrafit Cantor, mozna by postulowaé, aby
zamiast teorii ZFC przyjaé¢ za podstawy matematyki jakas silniejsza teorie,

o ktérej wiedzieliby$my, ze jest zupelna. Okazuje sig, ze wtedy mogliby$my wrecz
zautomatyzowaé proces sprawdzania prawdziwosci formul. Przeciez skoro I" = ¢
albo T' = =, to na mocy twierdzenia o pelnosci réwniez I' - ¢ albo T' F —p.
Wystarczy wiec generowac kolejne napisy przypominajace ksztaltem dowody

i sprawdzaé, czy przypadkiem dany napis nie jest dowodem, ze ¢ lub ze —¢.
Woéwczas po skonczenie wielu krokach musimy natknaé sie¢ na dowéd jednego

z tych dwbch faktéw i wtedy wiemy, czy ¢ zachodzi!

Podstawowym ryzykiem wzmacniania rozwazanych teorii jest to, ze moga staé sie
wewnetrznie sprzeczne: teoria I' jest sprzeczna, jesli daje sie w niej udowodnié
falsz (ozn. 1). Twierdzenia o poprawnosci i pelnosci pozwalaja scharakteryzowaé
teorie sprzeczne: I' - L wtedy i tylko wtedy, gdy I' nie posiada zadnego modelu
(bo w kazdym modelu M zachodzi M F& 1). Oczywiscie, nie chcieliby$my
pracowaé¢ w takiej teorii, bo nie opisuje ona zadnego modelu. W historii
matematyki zdarzalo si¢ juz, ze proponowano sprzeczne rozszerzenia pewnych
teorii: na przyklad istnienie liczby kardynalnej Reinhardta (zaproponowane przez
Williama Reinhardta w 1967 roku) okazalo si¢ by¢ sprzeczne z teorig ZFC,
wykazal to Herbert Kunen w 1971 roku. Pokazuje to, ze potrzebna jest spora
ostrozno$¢ w szukaniu takich wzmocnien.

Niestety, sytuacja nie jest tak prosta, jak mogliby$Smy liczy¢, i niezaleznie od
naszej ostroznosci nie mamy szans na znalezienie zupelnej teorii stanowiacej
podstawy matematyki. Wyjadnia to drugie twierdzenie Kurta Godla z 1931 roku.

Twierdzenie 3 (o niezupelno$ci) Jesli teoria I' jest dostatecznie silna by
zdefiniowaé w niej arytmetyke (N, (+), (-)), wszystkie aksjomaty I" daje sie
konstruktywnie wylicza¢ oraz I' jest niesprzeczna, to istnieje formuta
niezalezna od T’ (czyli T' £ ¢ oraz T' £ —).

Dowdéd tego twierdzenia bazuje mocno na teorii obliczalno$ci i mozliwosci
zakodowania w rozwazanej teorii paradoksu ktamcy — paradoksu, w ktérym
pewien czlowiek wypowiada zadanie: mowigc to zdanie klamie. 1, podobnie jak
w przypadku tego paradoksu, tak skonstruowane zdanie nie moze by¢ ani
prawda, ani ktamstwem (falszem). By powyzsze kodowanie bylo wykonalne,
konieczna jest mozliwos¢ méwienia w obrebie samej teorii o tym, czy potrafi ona
czego$ dowies¢. W szczegdlnosci, mozna napisa¢ formule pconr) wyrazajaca
fakt, ze I jest niesprzeczna (czyli I' I/ 1) — formula ta méwi, ze nie istnieje obiekt
arytmetyczny, ktéry koduje w sobie skoniczony dowod falszu z aksjomatow w I'.
Jak sie okazuje, za formule 9 ze sformulowania Twierdzenia 3 mozna przyjacé
wlasnie pcon(r) — oznacza to, ze zadna dostatecznie silna teoria nie jest
w stanie udowodnié ani obali¢ swojej wlasnej niesprzecznosci!

Warto moze zauwazy¢, ze Twierdzenie 3 nie stoi w sprzecznoéci z faktem, ze
teoria cial rzeczywiscie domknietych (opisujaca model liczb rzeczywistych
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Co zreszta nie jest dalekie od prawdy. ..

z dodawaniem i mnozeniem (R, (+), (+))) jest zupelna — teoria ta jest zbyt slaba
by wyrézni¢ sposrod wszystkich liczb rzeczywistych liczby naturalne N, wiec nie
spelnia pierwszego z zatozen na temat I

Na zakonczenie warto zwréci¢ uwage na bogactwo stownictwa w jezyku polskim:
dzieki rozréznieniu stéw petnosé i zupelnosé, dwa twierdzenia Godla nazywaja sie
twierdzeniami o pelnosci i niezupelnosci. Sytuacja ma sie inaczej w jezyku
angielskim, gdzie twierdzenia te nazywaja sie Gddel’s completeness theorem oraz
Godel’s incompleteness theorem, sugerujac ze Godel zwariowatl i raz udowodnit
completeness, a kolejnym razem incompleteness.

Podsumowujac, o ile w konkretnym modelu zachodzi albo M = ¢ albo M | -,
to w przypadku teorii moze sie zdarzyé, ze I' & ¢ oraz I’ & —¢. Co gorsze,
wszystkie dostatecznie silne teorie posiadaja takie zdania niezalezne — pochodza
one od pomystowego kodowania w danej teorii paradoksu kltamcy

i wykorzystania narzedzi z teorii obliczen. Oznacza to, ze zawsze musimy sie
liczy¢ z tym, iz rozwazana formula moze leze¢ na tej ,ziemi niczyjej”: nie da sie
jej ani udowodnié ani obali¢. Z drugiej strony, nasza sytuacja jest tak dobra, jak
tylko w tych warunkach moze by¢: jesli tylko dana formuta ¢ jest konsekwencja I'
we wszystkich modelach, to predzej czy pézniej znajdziemy na to dowdd.



