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Liczby normalne

Wybierzemy dowolna liczbe rzeczywista, niech dla przyktadu bedzie to v/2.
Rozwazmy nastepnie jej rozwiniecie dziesigtne, to jest

V2 = 1,414213562373095048801688724209698078569671875376948073176 . . .

i zapytajmy o czestotliwo$¢ wystepowania, na przyktad, cyfry 0. W powyzszym
przyktadzie jest ich 6 na 57 wskazanych w rozwinieciu cyfr znaczacych, a wiec
jest to proporcja bliska 1 : 10. Wszystkich cyfr jest 10, wiec proporcja ta jest
bliska takiej, jakiej oczekiwalibySmy w losowej liczbie o 57 cyfrach. Czy to
przypadek? Co bySmy otrzymali, gdyby$my rozwazyli nie 57, a milion, bilion,
googol cyfr? Czy czestotliwo$é wystepowania cyfry 0 réwniez byltaby bliska 10%?

W teorii liczb wyrdzniane sa tak zwane liczby normalne, a wigc takie liczby,

w ktorych, kolokwialnie méwiac, czestosé wystepowania coraz dluzszych blokdw
cyfr w rozwinigciu dziesigtnym jest taka, jaka ma liczba z losowymi cyframi

w rozwinieciu dziesietnym. W szczegdlnosci,w liczbie normalnej cyfra 0
wystepuje Srednio raz na 10 cyfr, a blok cyfr 154 srednio raz na 1000 blokéw
trzycyfrowych. Jedli zas okaze sie, ze na przyklad blok cyfr 1234 wystepuje
$rednio tylko raz na milion razy, to taka liczba nie bedzie normalna. Dokonamy
teraz formalizacji tej intuicji.

Niech w = a; ... ay bedzie ciagiem cyfr w systemie o podstawie b > 1 (to jest
kazde a; € {0,1,...,b—1}) — wtedy liczbe |w| := k nazwiemy dlugodcia ciagu w.
Niech ponadto dla z € [0, 1] dane bedzie jej rozwiniecie w systemie o podstawie b,
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gdzie z; € {0,1,...,b— 1}. Bedziemy réwniez pisa¢ x = 0, x122x3 . .. 1 stosowaé
nastepujaca konwencje: jesli # jest ciagiem (skonczonym lub nieskoficzonym) cyfr
zapisanym w postaci & = x1Tsx324 ..., to liczbe 0, x1x2x3 ... bedziemy oznaczaé
przez 0, Z. Dla ustalonego n > 0 definiujemy czestotliwo$é wystepowania ciggu w
w rozwinieciu x do pozycji n:
#H1I<i<n: z;=a1,...,Titk—1 = ax}

- .
Przechodzac do granicy, otrzymujemy wielkosé

F(w,z,n) =

F(w,z) = liIE F(w,z,n).

Jest to asymptotyczna czestosé wystepowania ciagu w w x. Latwo zauwazyé, ze
taka granica nie zawsze musi istnie¢ (Czytelnik z latwoscia wskaze taka liczbe =,
dla ktérej nie istnieje F(1,x)).

Definicja 1. Liczbe x € [0,1] nazywamy normalng w systemie o podstawie b,
jesli dla dowolnego w zachodzi F(w,x) = b=l

Przedstawiona wyzej koncepcja liczby normalnej pochodzi od Borela [3] i w tym
roku obchodzimy okragta rocznice 111 lat od jej powstania. W dalszej czesci
artykutu podamy jeszcze kilka innych wlasnosci tych liczb odkrytych przez
Borela.

Zgodnie z powyzsza definicja nalezy sprawdzi¢ wszystkie mozliwe skonczone
ciggi w. Zadanie to jest dla ,losowej” liczby praktycznie niemozliwe do
wykonania, okazuje si¢ jednak, ze istnieja nietrudne konstrukcje prowadzace do
uzyskania liczb normalnych. Z drugiej strony, losowo wybrana liczba, jesli ma by¢
normalna, musi by¢ liczba niewymierna.
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Jesli f(x) = z, to twierdzenie sprowadza
si¢ (po dodaniu 0) do stalej
Champernowne’a. Dla f(z) =z
otrzymujemy stala Besicovitcha.
Wybierajac teraz f(z) = 210
otrzymujemy stala

0,110245904910485769765625 . . . ,

2

ktéra rowniez jest liczba normalna.

Obserwacja 2. Jesli x € [0,1] jest normalna, to x ¢ Q.

Dowadd. Jedli x jest wymierna, to jej rozwiniecie jest skonczone lub od pewnego
momentu okresowe. Jesli jest skonczone, to nie ma czego dowodzié. Niech wiec
x=0,2} ...z (x122 ... 2,) bedzie tym rozwinieciem. Wybieramy

W =TTy ...TnY, gdzie y = z1 + 1 mod b. Latwo spostrzec, ze dla dowolnego n
mamy F(w,z,n) = 0. m|
Zauwazmy, ze przez utozsamienie ciggu & € {0,1,...,b— 1} z liczba 0, %
mozemy definicje liczby normalnej przenies¢ bezposrednio na definicje ciagu
normalnego. Definicja taka jest identyczna z powyzsza, jedyna réznica jest typ
obiektu, jaki jest definiowany (ciag lub liczba).

W 1933 roku D. G. Champernowne [4] okreslil nastepujacy ciag liczbowy, ktéry
jest zestawieniem kolejnych liczb naturalnych w porzadku rosnacym:

01234567891011121314151617181920. . ..

Ciag ten nazywamy ciggiem Champernowne’a. Stuzy on do zdefiniowania statej
Champernowne’a:

c:=0,01234567891011121314151617181920. ...

Champernowne wykazal, ze c jest liczba normalng w systemie dziesigtnym, tym
samym jednoczednie wskazujac jedna z pierwszych metod na konstrukeje liczb
normalnych — zestawienie ze soba liczb w pewnym porzadku. Doktadnie taka idee
zastosowal w 1935 roku Besicovitch [2] i wykazal, ze liczba

0,149162536496481100121144 . ..

bedaca zestawieniem kwadratéw kolejnych liczb naturalnych jest normalna.
W 1946 roku z kolei Copeland i Erdés [5] dowodza, ze zestawiajac liczby pierwsze

0,235711131719232931374143474953 . . .,

rowniez otrzymujemy liczbe normalna. Jednym z ciekawszych wynikow tego typu
jest rezultat Nakai i Shiokawy z 1992 roku [7].

Twierdzenie 3. Niech f: R — R bedzie niestalym wielomianem o tej wlasnosci,
ze f(z) >0 dla © > 0. Wtedy liczba

0, LS ILFILFBILFAILFG)] -

gdzie | x| oznacza ceche (cze$é calkowitq) x, jest normalna.

Jedna z ciekawszych metod wyznaczania liczb normalnych w danej bazie sa ciagi
de Bruijna. Niech dany bedzie zbiér B cyfr w systemie o podstawie (bazie) b.

Definicja 4. Ciqgiem de Bruijna rzedu n w zbiorze B nazywamy cigg

o dlugosci b™ +n — 1 o tej wlasnosci, ze kazdy cigg w dlugo$ci n pojawia sie

w mam dokladnie jeden raz.

Ciagi de Bruijna sa ciaggami o minimalnej dtugoéci, ktore spelniaja postulowana
w definicji wlasnosé. Nie bedziemy opisywaé metody wyznaczania takiego ciagu
dla danego rzedu, ograniczymy si¢ tutaj jedynie podania dwéch przykladéw:

1. jesli b =21in = 2, to odpowiednim ciagiem de Bruijna jest 00110,

2. w przypadku b = 3 i n = 2 tym ciggiem jest 0011221020.
Oczywiscie, powyzsze przyklady to nie jedyne mozliwe ciagi de Bruijna rzedu 2.
Latwo zauwazy¢, ze jest ich co najmniej b! — wystarczy w tym celu permutowaé
cyfry.
W jaki sposob otrzymacé z takiego ciggu liczbe normalna? Okazuje sie, ze jezeli
b > 2, to ciag de Bruijna rz¢du n mozna ,przediuzy¢” do ciagu rzedu n + 1, tym
samym wiec ma sens okreslenie takiego ciagu d = didads . . ., dla ktérego kazdych
b"™ +n — 1 poczatkowych wyrazéw jest ciagiem de Bruijna rzedu n. Prowadzi to

do zdefiniowania liczby R
d=0,d=0,dydods ...

w pewnym ustalonym systemie pozycyjnym b. Takich liczb mozna, oczywiscie,
zdefiniowaé wiele, niemniej wszystkie one dziela wspélna ceche.

Twierdzenie 5. ([1]) Liczba d zdefiniowana powyzej jest normalna.
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f(3)=3>=09.
f(4)=4® =64

f(5) = 5" = 152 587 890 625
f(6) — 630 517 578 125

~ 4,46 - 1023 747 291 576

Na przyktad, p1 = 1 implikuje, ze p2 > 4,
a wiec mozna przyjaé p2 = 11 (gdyz na
pozycji 11 w ciaggu stalej c rozpoczynaja
si¢ bloki dwucyfrowe). Teraz

p3 = 256 - 11 = 2816, za$ liczby od 0 do
999 maja tacznie

10+ 90 - 2 4+ 900 - 3 = 2890

cyfr, mozna wigc przyjaé ps = 2891 i jest
to pozycja rozpoczynajaca sekwencje cyfr
blokéw czterocyfrowych liczb.

Jesli X jest ustalonym zbiorem, to rodzing
zbioréw B nazywamy o-algebrg, jesli:

o) e B,

e AcB=X\Ae€B,

e A1, Az,...eEB=> A UAU... €B.

Jesli teraz B jest o-algebra, to funkcje
P : B — [0, +00] nazywamy miarg, gdy:
e P(0) =0,

e jesli Ay, Aq, ...
roztacznymi, to
P(Al UA2U...) = P(A1)+P(A2)+

sa zbiorami

Zbiory A € B nazywamy mierzalnymi.
Jesli P(X) =1, to miar¢ P nazywamy
probabilistyczng.

Zbiér A jest miary zero (pelnej miary),
gdy P(A) =0 (P(A) =1).

Rozwazajac zbiér 10N numerujemy kolejne
wyrazy ciggu od 1, to jest zakladamy w
tym napisie, ze 0 ¢ N.

Nie jest zaskoczeniem, ze istnieje wiele liczb, ktére nie sa normalne. Ponadto
istnieje prosta konstrukcja, ktéra prowadzi do tak zwanej liczby catkowicie
nienormalnej, to znaczy takiej liczby, ktora nie jest normalna w zadnym systemie
pozycyjnym. Scislej — w dowolnym systemie pozycyjnym i dla dowolnego w
warto$é F'(w,x) nie istnieje. Rozwazmy mianowicie funkcje

f:N\{0,1} = N
dana relacja:

Wtedy

a = 0,6562499999956991 9999 . . .9999 8528404201690728 . . ..
23 747 291 559

Liczba ta posiada w réznych odleglych pozycjach rozwiniecia dziesietnego bardzo
dlugie ciagi dziewiatek. Efektem tego jest nieistnienie granic F(w, ). Liczba ta
jest w szczegdlnosei liczba Liouville’a (zainteresowanego Czytelnika odsylamy do
[6])-
Jak duzo jest liczb normalnych? Na to pytanie latwo jest odpowiedzie¢ w jezyku
teorii mnogosci.

Twierdzenie 6. Liczb normalnych jest nieprzeliczalnie wiele.

Dowdéd — poglgdowo. Wybieramy takie pozycje p, w rozwinigciu stalej
Champernowne’a ¢, ktére spelniaja zalezno$é p; = 1 oraz

Pn+1 > 22npn

oraz na pozycji p, rozpoczyna sie sekwencja cyfr odpowiedzialna za wszystkie
bloki o okreslonej ilosci cyfr.

Majac juz wybrane pozycje, ,rozciagamy” c tak, aby miejsca wskazane przez p,,
byly chwilowo miejscami pustymi. W te miejsca wstawiamy teraz jakakolwiek
kombinacje cyfr od 0 do 9 i otrzymujemy stata c.

Poniewaz miejsca, na ktérych umieszczamy dodatkowe cyfry sa rzadkie (pozycje
rosng szybciej niz wyktadniczo), nie zmienia to wartosci F(w, ¢) dla

wszystkich w. Ponadto swoboda w dodawaniu cyfr pozwala okresli¢
nieprzeliczalnie wiele ¢. Konczy to dowdd twierdzenia. a

Odpowiedz teoriomongosciowa nie sprawia problemu. Sprobujmy teraz
odpowiedzie¢ na nieco trudniejsze pytanie — ile jest liczb normalnych w ujeciu
teorii miary (definicje przypominamy na marginesie).

Na odcinku [0, 1] liczby wymierne sa rzadkoscia — z prawdopodobienstwiem
réwnym 0 losowo wybrana liczba z tego odcinka jest ilorazem dwodch liczb
catkowitych. Z drugiej strony trojkowy zbiér Cantora, a wigc zbidr takich liczb

z odcinka [0, 1], kt6rych rozwinigcie w systemie tréjkowym posiada tylko zera

i dwojki, jest zbiorem nieprzeliczalnym o mierze zerowej, a wigc ponownie losowo
wybrana liczba z przedziatu z zerowa szansa jest elementem zbioru Cantora. Jak
jest zatem z liczbami normalnymi? OdpowiedZ na to pytanie uzyskamy z uzyciem
aparatu pochodzacego od uktadéw dynamicznych.

Uktady dynamiczne i twierdzenie ergodyczne

Na poczatku zauwazmy, ze jezeli liczba x jest normalna, to czes¢ utamkowa

{10™ - z} jest réwniez liczba normalna dla dowolnego n. Innymi stowy — mnozenie
przez 10 liczby normalnej i uciecie wyniku do czedci utamkowej nie zmienia
,hormalnosci liczby”, a sama operacja moze by¢ rozumiana jako zapomnienie
pierwszej cyfry rozwiniecia dziesigtnego tej liczby. Jeszcze inaczej, rozwazmy
zbiér 10N wszystkich ciagéw nieskonczonych rozwinieé dziesietnych wszystkich
liczb z zakresu [0, 1]. Jedli jaka$ liczba ma rozwinigcie skoniczone, uzupelniamy je
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Odwzorowania ciaggle F' : X — X oraz
G :Y — Y sa topologicznie sprzezone,
gdy istnieje homeomorfizm ¢ : X — Y
(a wiec bijekcja ciggla, ktérej odwrotna
jest réowniez funkcja ciagla i taka, ze

YoF =God).

Przypomnijmy, metrykq nazywamy taka
funkcje d : X x X — [0, +00), ktéra
spelnia nastepujace aksjomaty:
1. d(z,z) = 0 dla wszystkich z € X,
2. d(z,y) = d(y, z) dla wszystkich
z,y € X,
3. d(z,y) < d(w,2) + d(z,y) dla
wszystkich z,y,z € X.

Wtedy pare (X, d) nazywamy przestrzeniag

metryczna. Powiemy ponadto, ze =, — «
w (X, d), gdy d(zn,z) — 0 (zbieznosé
ciggu liczbowego).

Nie bedziemy przypominaé formalnej
definicji miary Lebesgue’a. Jej intuicja
jest to, iz mierzy ona dlugo$é odcinka.
Ponadto kazdy zbiér przeliczalny jest
miary 0 (choé¢ nie jest prawda fakt
odwrotny!).

zerami uzyskujac ciag nieskonczony. Niech teraz o bedzie odpowiednikiem
operacji {10 - z} na ciagu. Wtedy

o: 10N — 10"
dziala nastepujaco:
o(x1T2w324 . ..) = ToX3Ty .. ..

Jest to tak zwany operator przesuniecia ,w lewo”. W takim kontekscie
operacje {10 - z} na liczbie mozemy utozsamié z operacja o(z) na ciagu
zbudowanym z kolejnych cyfr rozwiniecia dziesietnego. Co wiecej, operacje te sa
ze soba powiazane tozsamoscia

0,0(x) ={10-0,z},
a wiec sa ze soba topologicznie sprzezone.

Przypomnijmy przed kontynuacja artykutu kilka podstawowych pojeé z topologii
oraz ukladéw dynamicznych. Jedli (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz

F: X — X jest odwzorowaniem ciaglym, to pare (X, F') nazywamy ukiadem
dynamicznym. Mozemy wtedy réwniez pisaé krotko: F' jest uktadem
dynamicznym. Jesli z € X, to zbiér {z, F(z), F?(x),...} nazywamy orbitq
punktu z i oznaczamy przez orb(x). Zbior A C X jest gesty w X, gdy kazdy
element = € X jest granica ciagu elementéw ze zbioru A. Uklad dynamiczny

(X, F) jest tranzytywny, jesli istnieje w nim taki punkt, ktérego orbita jest
zbiorem gestym. Taki punkt nazywa sie wtedy tranzytywnym.

Na zbiorze 10N mozna okreslié metode mierzenia odlegloci miedzy dwoma
nieskoficzonymi ciagami. Niech x = (zg, z1, 2, ...) oraz y = (y1, Y2, - . -)

i definiujemy
0, =1y,
d(z,y) =
(LL' y) {2—797 k= mln{n tTp 7£ yn}

Dowodyzi sie, ze d jest metryka na zbiorze 10Y. Intuicja stojaca za takim
sposobem mierzenia odlegtodci jest dos¢ prosta — porownujemy dwa ciagi = oraz
y tak dlugo, az pojawi si¢ pierwsza pozycja, na ktorej one si¢ réznia. Numer k-tej
pozycji jest nastepnie wykladnikiem w liczbie 27%, okredlajacej odlegtosé tych
ciagéw. Jest jasne, ze im k jest wieksze, a wiec im dluzszy jest poczatkowy
segment cyfr, na ktérym oba ciagi sa rowne, tym odleglos¢ jest mniejsza i tym
samym, ciagi sa ,,blizsze”.

Definicja 7. Uklad dynamiczny (10N, 0) nazywamy petnym shiftem na 10
symbolach.

W powyzszej definicji oraz wszystkich rozwazaniach liczba 10 moze zostaé¢
zastapiona przez dowolny abstrakcyjny zbiér n-elementowy A — méwimy wtedy
o pelnym shifcie na n symbolach ze zbioru A, a zbiér A nazywamy wtedy
alfabetem.

W teorii uktadéw dynamicznych wazna role odgrywa jej gataz zwana teoria
ergodyczna. Jej istota jest wyposazenie ukladu dynamicznego (a wigc
odwzorowania ciaglego na pewnej przestrzeni metrycznej, a ogélniej rowniez na
przestrzeni topologicznej) w miare, a wiec funkcje méwiaca o tym, jak mierzyé
zbiory oraz jak duze one moga by¢. Przykladem miary jest dtugo$é odcinka
(miara Lebesgue’a), ale réwniez moze nig by¢ licznosé zbioru (jesli zbidr jest
nieskoniczony, to jego miara jest réwna o).

Rozwazmy teraz odwzorowanie T : [0, 1] — [0, 1] oraz niech A € B([0, 1]), czyli

A bedzie zbiorem borelowskim, to jest takim podzbiorem odcinka [0, 1], ktéry
mozna otrzymac przez operacje przeliczalnej sumy, przeliczalnego przekroju lub
dopetlnienia przedziatéw otwartych. Dowodzi sie, ze zbiory borelowskie tworza,
o-algebre oraz moga by¢ uzyte do zdefiniowania miary. Sama definicja jest duzo
bardziej ztozona od strony formalnej, powyzsza intuicja jest jednak w zupelnosci
wystarczajaca. W szczegdlnosci z tej intuicji wynika nastepujaca obserwacja.

Obserwacja 8. Przedzialy domkniete sq borelowskie. Zbiory jednoelementowe sq
borelowskie. Kazdy zbior przeliczalny jest borelowski.
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Definicja formalna jest nastepujaca:
punkt x jest generyczny, jesli ciag miar
{m(z,n)}nen zbiega do P w *-slabej
topologii, a wiec

/If\dm(w»n)ﬁ/lf\dP

X X

dla dowolnej ciaglej i ograniczonej
funkcji f.

Definicja 9. Ustalmy n > 0, z € [0,1], A € B([0,1]) oraz rozwazmy miare
probabilistyczng m(xz,n) zadang wzorem

C#0<j<n : TV (z) € A}

= - .

Jest to n-ta miara empiryczna punktu xr przeksztatcenia T.

m(z,n)(A) :

Wyzej zdefiniowana miara okresla, z jaka czestoscia orbita danego punktu do
elementu T~ 1(x) ,odwiedza” zbiér A. W szczegélnosci ma sens rozwazenie
granicy takich czestosci dla n — 4-00. Zauwazmy istotne podobienstwo takiej
definicji z definicjg liczby normalnej.

Definicje miary empirycznej mozna przenie$¢ w naturalny sposéb na inne
odwzorowania oraz przestrzenie i zbiory borelowskie (o-algebry). W tak
abstrakcyjnym ujeciu mozemy teraz rozwazy¢ dowolna miare probabilistyczng P
na przestrzeni X. Jedli teraz x € X oraz A € B(X), to mozna zadaé¢ naturalne
pytanie: jak dobrze miara empiryczna punktu x przybliza dang miare
probabilistyczna P? Postawmy definicje, ktorej sformutowanie bedzie miato
charakter intuicyjny.

Definicja 10. Punkt = przeksztalcenia jest generyczny dla miary P
w uktadzie dynamicznym (X, F), jesli m(x,n) wraz ze wzrostem n coraz lepiej
przybliza miare P.

Jesli P jest dlugoscia odcinka (miara Lebesgue’a) i T': [0,1] — [0, 1], to
generyczno$¢ punktu x oznacza w szczegélnodci, ze jesli na przyktad

~[10% 103 +1

T 92107 921 ’

to odsetek liczb TV (z) nalezacych do A jest tym blizszy dlugoéci przedziatu A,
im wiecej punktéw z orbity punktu z bedziemy rozwazaé. Ale to oczywiscie

wybrany przyklad. Generycznosé zaktada ponadto, ze taka wlasnosé jest
prawdziwa dla dowolnego zbioru A € B([0, 1]).

Przyktad 11. Jesli T : [0,1] — [0, 1] dane jest wzorem T'(z) = {10 -z}, to
punkty =z = % oraz y = % nie sa generyczne dla miary Lebesgue’a. Istotnie, jesli
A =1[3,1], to m(z,n)(A) = L oraz jesli B = [0, 1], to m(y,n)(B) = 0.

Uktady dynamiczne z miara maja wiele istotnych wlasnosci, ktérych nie sposéb
opisa¢ w tak krétkim artykule. Na potrzeby tego artykulu oraz sformutowania

zasadniczego twierdzenia wprowadzimy jeszcze dwa wazne pojecia tej dziedziny.

Definicja 12. Powiemy, ze uklad dynamiczny (X, F) zachowuje miare P, jesli
P(A) = P(F71(A)) dla dowolnego zbioru mierzalnego A. Méwimy réwniez wtedy,
ze P jest F-niezmiennicza. Miare P nazywamy ergodyczng wzgledem F, jesli
warunek F~1(A) = A implikuje P(A) = 0 lub P(A) = 1.

Przypomnijmy jeszcze definicje funkcji mierzalnej.

Definicja 13. Funkcje f : R — R nazywamy mierzalng, jesli dla dowolnego a

F (=00, a]) jest zbiorem z B(R).

Zauwazmy, ze kazda funkcja ciagla jest mierzalna (gdyz wtedy przeciwobraz
zbioru domknietego (—oo, a] jest zbiorem domknietym zgodnie z definicja
ciaglodci, a zbiory domknigte sa zbiorami borelowskimi, czyli mierzalnymi).
Funkcje F(z) = {10 - z} oraz G(x) = sgn(x) sa mierzalne (co Czytelnik moze
sprawdzié¢ samodzielnie).

Sformulujemy teraz gléwnie twierdzenie tego artykutu.

Twierdzenie 14 (twierdzenie ergodyczne Birkhoffa [8]). Jesli f : X — R jest
funkcjg mierzalng oraz P jest miarg ergodyczng i niezmienniczq wzgledem F', to
dla P-praune wszystkich x € X spelniony jest warunek

1n—1 ; 1
Ejz::of(F (w))—’mx/fdp-

Okreslenie ,, P-prawie wszystkich” oznacza, ze jesli rozwazymy wszystkie punkty
x € X spelniajace warunek z tezy twierdzenia, to tworza one zbiér pelnej miary.
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Poniewaz F' jest obrotem, to przypadek
F~1(A) = A zachodzi tylko wtedy, gdy
A=01lub A=S' A zatem A musi byé
albo zbiorem miary zero albo pelnej
miary, co dowodzi ergodycznosci miary.
Oczywiscie miara ta jest niezmiennicza
wzgledem obrotu, tym samym zalozenia
twierdzenia ergodycznego sa spelnione dla
miary.

W szczegdlnodci wynika z tego, ze dla
dowolnej wartosci kata w zakresie liczb m,
e, V3, 7 — /44, czestotliwosé
yodwiedzania” odcinka [0, $] jest taka
sama i rowna dlugosci tego odcinka, to

; 1

jest =.

Interpretacja twierdzenia ergodycznego jest nastepujaca. Zatézmy, ze dany jest
pewien proces fizyczny, w ktérym przestrzen standéw X ewoluuje w czasie
dyskretnym i ewolucja ta opisana jest przez funkcje F' : X — X. Ponadto dana
jest funkcja f : X — R, ktéra jest funkcja pomiaru (zwraca dla stanu z € X
wartos¢ f(x) € R). Ustalmy stan z. Interesuje nas teraz Srednia wartos¢ pomiaru
tego stanu oraz jego ewolucji w czasie (lewa strona, czyli poprzednik implikacji
w twierdzeniu ergodycznym). Jezeli dokonamy pomiaru w duzej liczbie ewolucji
tego stanu, to spodziewamy sie, ze tak usredniony pomiar bedzie bliski éredniej
wartosci funkcji pomiaru liczonej dla calej przestrzeni (prawa strona, czyli
nastepnik implikacji). Twierdzenie Birkhoffa méwi, ze tak wlasnie jest.

Przyklad 15. Niech S! bedzie okregiem na plaszczyZnie zespolonej oraz
F :S! — S! dana jest wzorem F(z) = xe?™®, gdzie a ¢ Q. Niech teraz f bedzie
funkcja charakterystyczng odcinka [a, b] na okregu, gdzie przez odcinek [a, b] na
okregu rozumiemy zbiér

[a,0] ;== {2z €C : z=¢e*"% ¢ € [a,b]}.
Miara Lebesgue’a A na okregu zdefiniowana jest jako A([a,b]) = b — a jest
ergodyczna wzgledem odwzorowania F' oraz F' zachowuje miare A\. Wtedy

n

1§f<Fj<x>>: #{0<j<n : Fi(z)€a b}
o

oraz z twierdzenia ergodycznego:
#{0<j<n : Fi(z) e
n

[a, b]}
— [ fax=Xa,b])) =b—a.
/

Innymi stowy — odsetek tych punktéw, ktére pod dzialaniem obrotu na okregu
o kat a zawitaja do pewnego przedziatu [a, b] bedzie zbiegal do dlugosci tego
przedziatu.

Zauwazmy bardzo duze podobienstwo tego przykiadu z definicja liczby
normalnej. Rozwazajac mianowicie inng funkcje mozemy udowodnié¢ nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 16 (Borel [3]). Prawie wszystkie liczby sq normalne (w systemie
dziesietnym).
Dowdd. Niech x € [0, 1] oraz ustalmy ciag w dlugoéci |w| = k. Rozwazmy miare
Lebesgue’a P = A oraz F(z) = {10 - z}. Niech ponadto

1, x€[0,w;0,w+ 107F),

fz) = {

0, w p.p.
Wizystkie zalozenia twierdzenia ergodycznego sa spelnione oraz lewa strona
twierdzenia ergodycznego to m(z,n) = F(w,x,n), prawa za$ to 1071l Zatem
dla prawie wszystkich x zachodzi

F(w,z,n) — 10710,

Istnieje znacznie mocniejsza wersja twierdzenia Borela.

Twierdzenie 17 (Borel [3]). Prawie wszystkie liczby sq normalne jednoczesnie
we wszystkich systemach pozycyjnych o podstawach bedgcych liczbami
naturalnymi poczqwszy od 2.

Dowdd. Niech N,, C [0, 1] bedzie zbiorem wszystkich liczb normalnych w systemie
o podstawie n > 2 oraz niech M,, = [0,1] \ N,. Nalezy teraz udowodnié, ze

A Na | =1

n>=2

Z poprzedniego twierdzenia Borela wynika, ze A(N,,) = 1 dla wszystkich n > 2,
przeto A\(M,,) = 0. Wtedy z wlasnosci miary wynika, ze

MU M. | <D A0,) =0

n=2 n=2
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Stad

M AN | =1=-2{ M| =1
n=2 n>2
[}

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli tylko wybierzemy dowolng liczbe z, to
z prawdopodobienstwem réwnym 1 ta liczba jest normalna we wszystkich
systemach pozycyjnych o podstawie catkowitej i wiekszej od 1. Z drugiej jednak
strony nie posiadamy wielu narzedzi, by istotnie pokazaé, ze losowo wybrana
liczba (lub ulubiona przez Czytelnika liczba z przedziatu [0, 1]) jest normalna

w cho¢ jednej wybranej bazie. Prostym tego przykladem sa czedci utamkowe liczb
7, e oraz v/2 — ich normalno$é jest do dzi§ problemem otwartym. Podobnie
znacznie szersze jest pytanie o to, czy wszystkie niewymierne liczby bedace
pierwiastkami wielomianu o wspétczynnikach catkowitych sa normalne. I na to
pytanie nie znamy odpowiedzi.

Twierdzenie ergodyczne ma wiele innych i ciekawych zastosowan. Mozna z jego
pomoca na przyklad okresli¢, jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwsza cyfra
potegi dwdjki jest 4 i ze jedynka jest najczesciej wystepujaca pierwsza cyfra
takiej potegi (wynik dla 4 to logyg % ~ 0,0969, dla 1 za$ to log;, 2 =~ 0,301).
Mozna tez rozwazy¢ podobny problem dla drugich i kolejnych cyfr, wreszcie
mozna podobne pytanie zadan w kontekscie rozwiniecia liczby rzeczywistej

w utamek tancuchowy (zobacz [8]).

Na koniec tej sekcji zauwazmy jeszcze, ze liczby normalne sa jednoczes$nie
punktami generycznymi miary Lebesgue’a dla przeksztalcenia F' opisanego
w dowodzie twierdzenia Borela. W dalszej czesci zobaczymy, jaka inna ceche
posiadaja punkty generyczne czyli liczby normalne, tym razem jednak
przyjrzymy sie aspektowi czysto topologicznemu.

Punkty tranzytywne

Rozwazmy ponownie uktad dynamiczny (10, o). Rozpatrzmy ciag
Champernowne’a
c=0123456789101112131415161718192021 ... ..

Ostatnim problemem, jakim zajmiemy si¢ w tym artykule jest préba zbadania
dynamiki takiego ciagu. Rozumiemy przez to préobe opisania, jak wyglada orbita
ciggu c. W szczegdlnosci pytaniem, ktére nas interesuje, jest gestodé tej orbity.

Twierdzenie 18. Zbior orb(c) jest gesty w 10N,

Zanim przedstawimy (pogladowy) dowdd, wprowadzmy kilka oznaczen dla
uproszczenia zapisu. Jest to notacja na wyrazach lub ciagach, nie na liczbach!

e 01 = 0,02 = 00,0% = 000, ...,
o (123)! =123, (123)% = 123123, (123)3 = 123123123, ...,
e (123)> =123123123123... (powtarzanie nieskofczenie wiele razy).

Jesli teraz na przyklad z = (0123456789)°°, to
aV = 01234567890,
a® = (0123456789)%0°,
a® = (0123456789)%0°,
a® = (0123456789)k0>

definiuje ciag zbiezny do x (dlaczego)? Przechodzimy teraz do dowodu
twierdzenia.

Dowéd. Ustalmy x € 10N, Niech w; bedzie blokiem 10 poczatkowych wyrazéw
ciggu z. Z normalnosci ciagu ¢ blok w; pojawia sie¢ pewnym miejscu c,
powiedzmy w miejscu ki. Wobec tego

d(o* (c),z) <2717,

gdyz poréwnywane ciagi maja na pewno pierwszych 10 wyrazéw identycznych.

23



Bardziej formalnie: dla dowolnego x oraz
dowolnego € > 0 istnieje takie n > 0, ze
d(c™(c),z) < e.

Rozwazmy teraz blok 10? poczatkowych wyrazéw ciggu x. Niech bedzie to
blok we, ktéry pojawia sie w ¢ nieskoficzenie wiele razy. Na pewno wiec pojawia
sie na miejscu ky > 10%k;. Wtedy tez

d(c*2(c),z) < 9—10°

Postepujac teraz analogicznie konstruujemy przez indukcje taki ciag (k,), dla
ktorego spetnione sg warunki:

o Fn > 107k, 1,
e d(oFn(c),z) < 27107,

Wprost z konstrukcji wynika teraz, ze
d(c* (c),z) = 0
gdy n — +oo. Tym samym wykazaliémy gestos¢ zbioru orb(c). |

Powyzsze twierdzenie mozna uja¢ stownie nastepujaco: ustalajac dowolnie
wybrany ciag x, obojetnie jakie posiadajacy wyrazy, zawsze jesteSmy w stanie
znalez¢ taki punkt orbity ciagu Champernowne’a, ktéry jest dowolnie blisko
danego ciagu. Zauwazmy, ze sam dowdd nie korzysta istotnie z tego, w jaki
sposob ciag zadajacy liczbe normalna zostal opisany. Wystarczyla nam wiedza co
do tego, ze jest to cigg normalny, a wiec kazda sekwencja cyfr musi wystapic¢

w nim nieskonczenie wiele razy, a wiec na dowolnie dalekim miejscu ciggu. Tym
samym mozemy powyzsze twierdzenie uogdlnié¢ nastepujaco.

Twierdzenie 19. Niech d bedzie dowolnym ciggiem z 10N i takim, dla ktérego
liczba 0, d jest normalna. Wtedy orbita ciggu d jest gesta w 10N. W szczegdlnosci,
prawie wszystkie elementy zbioru 108 sq punktami tranzytywnymi w (10N, o).

Literatura

[1] Becher V., Carton O. (2018) Normal Numbers and Computer Science. In:
Berthé V., Rigo M. (eds) Sequences, Groups, and Number Theory. Trends
in Mathematics. Birkhauser.

[2] Besicovitch, A. S. (1935), /emphThe asymptotic distribution of the
numerals in the decimal representation of the squares of the natural
numbers, Mathematische Zeitschrift, 39: 146-156, doi:10.1007/BF01201350

[3] Borel, E. (1909) Les probabilités dénombrables et leurs applications
arithmétiques, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 27: 247271,
doi:10.1007/BF03019651

[4] Champernowne, D. G. (1933), The construction of decimals normal in the
scale of ten, Journal of the London Mathematical Society, 8 (4): 254-260,
doi:10.1112/jlms /s1-8.4.254.

[5] Copeland, A. H.; Erdés, P. (1946), Note on normal numbers, Bulletin of
the American Mathematical Society, 52 (10): 857-860,
doi:10.1090,/S0002-9904-1946-08657-7

[6] Martin, G. (2001). Absolutely abnormal numbers. The American
Mathematical Monthly, 108 (8), 746-754.

[7] Nakai, Y.; Shiokawa, 1. (1992), Discrepancy estimates for a class of normal
numbers, Acta Arithmetica, 62 (3): 271-284, doi:10.4064/aa-62-3-271-284

[8] Pasquinelli, 1., Birkhoff Ergodic Theorem and Applications, notatki do
wyktadu,
http://www.maths.dur.ac.uk/users/irene.pasquinelli/dyn/C3L5.pdf
(dostep 18.05.2020).

24



