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Od najmlodszych lat, od kiedy tylko zaczynamy rozumie¢ sens dodawania,
zdajemy sobie sprawe, ze 2 4+ 3 to tyle samo co 3 + 2. Troche p6zniej,

we wczesnych latach szkolnych, dowiadujemy sie, ze ta wlasnos¢ dodawania
nazywana jest przemiennoscig i zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych, to
znaczy a + b = b+ a dla wszystkich a,b € R. W og6lnosci nietrudno uzmystowié¢
sobie, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n oraz dowolnych liczb
rzeczywistych aq, ao, ..., a, wartos¢ wyrazenia

a1 +as+...4+an

nie zalezy od porzadku czynnikéw. Méwiac troche bardziej naukowo, dla

dowolnej permutacji w zbioru {1,2, ..., n} mozemy stwierdzi¢, ze warto$¢ sumy
Gr(1) T Or2) T -+ Qr(n)

nie zalezy od 7. Powyzsza obserwacja jest tak naturalna, ze juz na zawsze

zapamietujemy:

kolejno$é czynnikéw nie ma przy dodawaniu znaczenia!
Ztosliwe szeregi

W takim btogim przeswiadczeniu spokojnie zyjemy sobie do momentu, gdy
z matematycznego bezkresu wyltaniaja sie szeregi liczbowe, czyli wyrazenia
postaci

ay+ax+...+an+...,

gdzie trzy kropki na koncu oznaczaja dodawanie ,w nieskonczonos¢”. Nalezy
oczywiscie zwroci¢ uwage, ze o ile przejscie od sumy dwdch liczb do sumy
skonczenie wielu liczb nie nastrecza trudnodci (lacznosd!), to sprawa wyglada
zupelnie inaczej dla sumy nieskonczonej. Musimy mianowicie formalnie
zdefiniowad, czym jest szereg. Dla ustalonego ciagu {a, }nen szeregiem o wyrazie
ogblnym a,, nazwiemy cigg sum cze$ciowych {Sy }nen zdefiniowany wzorem

S, =ai+ax+...+ap.

Szereg taki oznaczamy przez . a,. Moze sie zdarzyé, ze ciag {Sp tney ma
granice — skoniczona lub nieskonczona — powiedzmy L. Piszemy wtedy

—+oo

Z a, =1L

n=1
i méwimy, ze szereg Y a, jest zbiezny do L, gdy L jest liczba rzeczywista, oraz
rozbiezny do L, gdy L réwna sie 400 lub —oo. Liczbe L nazywamy rowniez sumg
szeregu. W pozostalych przypadkach, to znaczy gdy ciag {Sp }nen nie ma
granicy, mowimy, ze szereg jest rozbiezny. Przykladami tych trzech sytuacji sa,
odpowiednio, 275 0, 7% 1 oraz 3% (~1)". Troche trudniej uzasadnié, ze
tak zwany szereg harmoniczny Y. 1/n jest rozbiezny do +o00, a szereg > 1/n?
jest zbiezny (do 72/6).
W kontekscie niniejszego artykutu nalezy oczywiscie zapytac,

czy suma szeregu zalezy od uporzgdkowania jego wyrazow?

Odpowiedz nie jest trywialna. Rozwazmy naprzemienny szereg harmoniczny, to
zZnaczy szereg

1 1 1 1 1
E _1\n+1 _1_ = - - - =
(=)™ /n=1 2 3 4 5 6 7
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B. Riemann (1826-1866).

Ciag jego sum czesciowych {5, }en spelnia warunek Cauchy’ego, poniewaz

|Sn+k_5n| < n,kEN.

n+1’
Oznacza to, ze szereg jest zbiezny do pewnego L. Jak nietrudno uzasadnié, L jest
liczbg z przedziatu (1/2,1). Wybierzmy teraz inne uporzadkowanie wyrazéw tego
szeregu, tak zwane uporzadkowanie Laurenta

P S U U S N S I
2 4 3 6 8 5 10 12 7

ktére powstaje z naprzemiennego szeregu harmonicznego w nastepujacy sposéb:
zaczynamy od 1, po czym wstawiamy dwa wyrazy o indeksach parzystych
(=1/21 —1/4), nastepnie dopisujemy 1/3, po czym wstawiamy kolejne dwa
wyrazy o indeksach parzystych, itd. Ogélnie: po wypisaniu jednego wyrazu

o indeksie nieparzystym wstawiamy dwa wyrazy o indeksach parzystych

z zachowaniem kolejnoéci wsrod obu grup. Wykazemy, ze taki szereg jest zbiezny,
ale nie do L! Istotnie,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—5—14'5—6—5—1—...:(1—5)—14-(5—6)—5—1—...:
71 1 1 1 B
—5—1-{-6—54-...—
:3<1—1+1—1+..):
2 2 3 4
_1
T2

Powyzszy rachunek nie jest, oczywiscie, formalnym dowodem, gdyz nie
operowalidémy tutaj na sumach czesciowych. Nietrudno jednak taki dowod
uzyskaé, przeprowadzajac analogiczne rozumowanie. Udalo si¢ nam zatem
znalezé dwa uporzadkowania wyrazéw szeregu > (—1)"*!/n, ktére prowadza
do réznych sum. Zatem

sumowanie nieskoriczone nie jest przemienne!

Z drugiej strony, na przyklad, szereg geometryczny »_ 27" jest zbiezny do 1
niezaleznie od uporzadkowania jego wyrazdéw (co wynika z tego, ze wszystkie
wyrazy tego szeregu sa dodatnie, w odrdéznieniu od naprzemiennego szeregu
harmonicznego).

Porzadki Riemanna

Czy mozna zatem podac jakas ogélna regule, ktéra powie nam, kiedy
przestawianie wyrazéw szeregu nie zmieni jego sumy? Aby odpowiedzie¢ na to
pytanie, wprowadzmy trzy rodzaje zbieznosci. Powiemy mianowicie, ze szereg
> ay, jest zbiezny

o bezwarunkowo, jezeli dla dowolnej bijekcji 7: N — N zbiezny jest szereg
Z Qr(n)>

o warunkowo, jezeli jest zbiezny, ale nie bezwarunkowo,

o bezwzglednie, jezeli zbiezny jest szereg > |an|.

Dos¢ tatwo wykazaé, ze szereg liczb rzeczywistych jest zbiezny bezwarunkowo
wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny bezwzglednie. W tym przypadku suma
szeregu nie zmienia si¢ przy réznych uporzadkowaniach jego wyrazdéw. Sytuacja
jest diametralnie inna w przypadku szeregéw zbieznych warunkowo. Mozemy
sformutowaé wspaniale twierdzenie Bernharda Riemanna, ktére rozstrzyga
sprawe przemiennosci sumowania nieskonczonego.

Twierdzenie Riemanna (1853 r.). Jezeli szereg liczb rzeczywistych jest zbiezny
warunkowo, to dla dowolnej liczby rzeczywistej mozna znaleZé takie
uporzgdkowanie wyrazow szeregu, przy ktorym jego sumg jest ta liczba.

Twierdzenie wydaje si¢ na pierwszy rzut oka niezwyktle. Nie dos¢, ze w przypadku
szeregdéw zbieznych warunkowo sumowanie nigdy nie jest przemienne, to jeszcze
przez rézne uporzadkowania jego wyrazéw mozemy jako sume uzyskaé¢ dowolng
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liczbe rzeczywista. Oznaczajac przez S(Y ay) zbidr wszystkich sum szeregu
> ay, powstalych przez zmiane kolejnosci jego wyrazdw, to znaczy

+oo
S(Z an) = {L € R: istnieje bijekcja 7: N — N, dla ktérej Z Ar(n) = L},

n=1

mozemy twierdzenie Riemanna sformulowaé rownowaznie:
dla kazdego zbieznego warunkowo szeregu Y. a, mamy S(>_ a,) = R.

Dowéd tego faktu nie jest bardzo trudny. Oznaczmy przez {a, }nen ciag
nieujemnych wyrazéw szeregu »  a, z zachowaniem ich kolejnosci. Przyktadowo
afy jest trzynastym wyrazem nieujemnym w ciagu {a, }nen. Analogicznie
zdefiniujmy ciag {a,, }neny wyrazéw ujemnych. Poniewaz > a,, jest zbiezny
warunkowo, to szereg > a;l jest rozbiezny do 400, a > a;; rozbiezny do —co.
Gdyby tak bowiem nie byto, to wyjéciowy szereg bylby zbiezny bezwzglednie lub
rozbiezny. Ustalmy teraz dowolna liczbe rzeczywista L. Szukane uporzadkowanie,
przy ktérym suma szeregu bedzie L, skonstruujemy w nastepujacy sposob:
wezmy tyle poczatkowych wyrazéw ciagu {a;} }nen, zeby ich suma

przekraczata L. Nastepnie wybierzmy tyle poczatkowych wyrazéw ciaggu

{a;, }nen, aby suma wszystkich wybranych elementéw (lacznie z nieujemnymi)
byta mniejsza od L. W kolejnym kroku dokladamy z pozostatych wyrazéw
nieujemnych tyle, zeby suma znowu przekroczyla L, itd. Wszystko powinien
wyjasnié¢ rysunek 1. Taka konstrukcje mozna przeprowadzi¢, gdyz szeregi > a,F

i Y a, sarozbiezne do +o0o. Poniewaz jednak szereg > a,, jest zbiezny, to sumy
czesciowe przy wybranym uporzadkowaniu beda coraz blizsze L. Oczywiscie, jest
to szkic rozumowania, ale uzupelnienie szczegdtow technicznych nie powinno juz
by¢ klopotliwe.

Rys. 1. Dowéd twierdzenia Riemanna. Kropki oznaczajg kolejne sumy cze¢sciowe dla
skonstruowanego uporzadkowania.

Przygladajac sie dokladniej powyzszemu rozumowaniu, mozemy sformulowaé
wniosek troche mocniejszy. Mianowicie, dla dowolnego przedzialu skoniczonego
[a, b] istnieje taka bijekcja 7: N — N, Ze ciag sum czedciowych szeregu ) ar(n)
jest gesty w [a, b].

Zwrocémy uwage, ze powyzszy dowdd twierdzenia Riemanna jest konstruktywny.
Dla ustalonego L potrafimy nie tylko wykazaé, ze szukane uporzadkowanie
istnieje, ale réwniez jawnie je skonstruowaé. Z drugiej strony, nawet jezeli znamy
sume szeregu przy danym uporzadkowaniu wyrazow, to niewiele potrafimy
powiedzie¢ o jego sumie przy innym uporzadkowaniu. Istnieja jednak ciekawe
wyniki cze$ciowe. Jednym z nich jest twierdzenie Alfreda Pringsheima, ktére
charakteryzuje sumy naprzemiennego szeregu harmonicznego.

Szereg ) () Nazwiemy prosto uporzadkowanym wzgledem szeregu ) a,, jezeli
wyrazy dodatnie i ujemne wystepuja w obu szeregach w tej samej kolejnosci.
Przykladem prostego uporzadkowania naprzemiennego szeregu harmonicznego
jest uporzadkowanie Laurenta.
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A. Pringsheim (1850-1941).

W. Sierpinski (1882-1969).

P. Lévy (1886-1971).

Twierdzenie Pringsheima (1883 r.). Prosto uporzedkowany naprzemienny
szereq harmoniczny jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy frakcja wyrazow
dodatnich w kolejnych sumach czesSciowych jest w przyblizeniu stala, to znaczy

o := lim bn < 400,
n—4too N

gdzie p, jest liczbg wyrazow dodatnich w n-tej sumie czesciowej. Sumg tak
uporzgdkowanego szerequ jest

1 «
1n2+§1n<1_a>.

Idac teraz w troche innym kierunku, zauwazmy, ze w uporzadkowaniu
otrzymanym w dowodzie twierdzenia Riemanna zaden wyraz nie musi pozostac
na swoim wyjéciowym miejscu. Mozna zastanowic sie, czy istnieje takie
uporzadkowanie, ze otrzymany szereg ma zadana sume, a tylko pewne wyrazy
zostaly przestawione. Pigkny wynik tego typu uzyskal polski matematyk
Waclaw Sierpinski.

Twierdzenie Sierpinskiego (1911 r.). Teza twierdzenia Riemanna pozostaje
prawdziwa nawet wtedy, gdy ograniczymy sie do uporzgdkowan, w ktorych
przestawiamy wylgcznie wyrazy dodanie lub wylgcznie wyrazy ujemne.

Okazuje sie zatem, ze dla dowolnego L istnieje takie uporzadkowanie szeregu
zbiezne do L, ze wyrazy dodatnie lub ujemne nie zmienia miejsc. Dowody
twierdzen Pringsheima i Sierpinskiego sa istotnie trudniejsze od dowodu samego
twierdzenia Riemanna.

A jak to jest w wielu wymiarach?

Do tej pory rozwazaliémy wylacznie szeregi liczbowe. Czy mozna uzyskaé¢ wynik
w jakims$ sensie analogiczny do twierdzenia Riemanna, ale dla szeregow
w przestrzeni RF dla k > 27

Rozwazmy kilka przykladéw na ptaszezyznie R?, bazujacych na naprzemiennym
szeregu harmonicznym. Niech a,, = ((—1)"+1/n, O) dla n € N. Przenoszac

w naturalny sposéb definicje zbioru sum S(3 a,) na przypadek wielowymiarowy,
widzimy na mocy twierdzenia Riemanna, ze S(3_ a,) jest prosta o réwnaniu

y = 0. Podobnie dla a,, = (—1)""!/n - (1,1) zbiorem sum jest prosta o réwnaniu
y = z. Po chwili zastanowienia powinniémy byé¢ w stanie wskazaé szereg w R2,
ktorego zbiorem sum jest ustalona prosta postaci y = ax + b. Istotnie, wystarczy
rozwazy¢ szereg, ktérego wyrazami sa elementy zbioru

{(0,0)}U{((-1)"*"/n,a(=1)"*"/n): n € N}.
Natomiast szereg o wyrazach
{((=1)"*/n,0): n e N} U {(0,(-1)"*"/n): n € N}
ma zbiér sum réwny calej przestrzeni R2.

Czy potrafilibySmy podaé jaka$ ogdélna regule, ktora charakteryzowalaby zbiér
sum dla zbieznego warunkowo szeregu w przestrzeni R%? Swego czasu, gdy bylem
na drugim roku studiéw, w moje rece trafita ciekawa ksiazka B. Szabata Wistep
do analizy zespolonej. Pod koniec pierwszego rozdziatu znajduje si¢ tam, miedzy
innymi, zadanie, ktore, w naszej terminologii, moéwi, ze zbiér sum zbieznego
warunkowo szeregu w R? zawiera pewna prosta. Przez dluzszy czas prébowatem
bezskutecznie dowiesé tego faktu. Dopiero po kilku miesiagcach znalazlem w innej
ksigzce informacje o twierdzeniu, ktérego szczegélnym przypadkiem jest
powyzsze zadanie.

Twierdzenie Lévy’ego-Steinitza (1905 r., 1913 r.). Niech > a,, bedzie
szeregiem w R* dla ustalonego k > 1. Zbiorem sum S(3_ a,) tego szeregu jest
zbior pusty lub przesuniecie podprzestrzeni liniowej w R, to znaczy (> a,) =0

lub
S(Zan) =v+ M

dla pewnego v € R* i pewnej podprzestrzeni liniowej M w RF.
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E. Steinitz (1871-1928).

P. Rosenthal, The Remarkable Theorem
of Levy and Steinitz, The American
Mathematical Monthly 94, no. 4 (1987):
342-351.

Zwréémy uwage, ze dla k = 1 jest to w istocie twierdzenie Riemanna, gdyz
jedynymi podprzestrzeniami liniowymi w R sa zbiér pusty oraz cala przestrzen.
Innymi stowy, zbiér sum dowolnego szeregu liczb rzeczywistych jest zbiorem
pustym, zbiorem jednopunktowym lub prosta rzeczywista.

Pierwszy dowdd tego pieknego i malto znanego twierdzenia pochodzi z 1905 roku
od Paula Lévy’ego. Kilka lat pdzniej, w roku 1913, Ernst Steinitz znalazt luke

w rozumowaniu Lévy’ego. Steinitz sam naprawit btad, a dodatkowo znalazt
zupelnie nowe podejscie do problemu.

Dowod twierdzenia Lévy’ego-Steinitza jest trudny i zdecydowanie wykracza poza
tamy niniejszego artykutu. Centralnym punktem rozumowania jest — ciekawy
sam w sobie — nastepujacy lemat.

Lemat o uporzadkowaniu. Niech Y a, bedzie szeregiem w R¥. JeZeli wyrazy
an dgiq do zera oraz istnieje podciqg ciggu sum cze$Sciowych zbieiny do L, to L
nalezy do zbioru sum szeregu » . an.

Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy zalozyé, ze 0 € S(>_ ay). Pozostaje
wtedy sprawdzi¢, ze zbiér sum jest zbiorem liniowym, to znaczy dla dowolnych
5,t €80 ay)i A€ Rmamy s+t €S> ay,) oraz As € S(O_ ay). Sprobujmy
naszkicowaé¢ dowdd pierwszego z tych warunkéw.

Niech I; C N bedzie zbiorem indekséw, o tej wlasnosci, ze ), 7, @n jest
bliskie s. Taki zbiér istnieje, gdyz zalozyliSmy, ze s lezy w zbiorze sum szeregu
> ap. Nastepnie dobierzmy nadzbiér J; zbioru I, dla ktérego Ene 7, On jest
bliskie 0, co mozna zrobié¢, gdyz 0 € S(>_ ay,). Analogicznie wybieramy tak
nadzbiér K zbioru Ji, aby ZnEKl an nie roéznilo sie zbytnio od t. Indukcyjnie
konstruujemy teraz ciag zbioréow

LchcKiCclhcJ CKyC...
w taki sposéb, ze

E an = S, E an =0, E ay ~

nely, neJm, neEKm
dla dowolnego m € N (zob. rysunek 2). Zauwazmy, ze

Z ~s—+t.

nELnU(Km\Jm)
Istnieje zatem podciag ciagu sum cze$ciowych szeregu > a,, zbiezny do s + ¢, co
na mocy lematu o uporzadkowaniu dowodzi, ze s +t € S(3_ a,). Oczywiscie,
w powyzszej konstrukeji nalezy uzupelnic¢ wiele szczegétow, ale zarys dowodu
wydaje sie jasny. Po szczegoly odsylam do Swietnego artykulu Petera Rosenthala.

Rys. 2. Szkic dowodu twierdzenia Lévy’ego-Steinitza.

Warto jeszcze odnotowad, ze kazdy zbior postaci v + M jest zbiorem sum dla
pewnego szeregu. Wykorzystujac bowiem twierdzenie Riemanna dla
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J. Marcinkiewicz (1910-1940).

M. Kadets, V. Kadets, Series in Banach
spaces. Conditional and unconditional
convergence, Birkhduser Verlag, 1997.

naprzemiennego szeregu harmonicznego, widzimy, ze szereg, ktérego wyrazami sa
elementy zbioru

Yu{(-D)" " n-e;:neN, i=1,...,7},

gdzie wektory eq, ..., e, tworza baze przestrzeni M, ma zbiér sum réwny wlasnie
v+ M.

Co z wymiarem nieskonnczonym?

Idac dalej, mozemy zapytaé, czy wyniki analogiczne do twierdzen Riemanna oraz
Lévy’ego-Steinitza zachodza w przestrzeniach nieskonczeniewymiarowych? To
znaczy, czy w nieskonczeniewymiarowej przestrzeni (powiedzmy Banacha) zbiér
sum szeregu zbieznego zawsze jest przesunieciem pewnej podprzestrzeni?
Okazuje sie, ze nie!

Jako pierwszy kontrprzyktad znalazt Jozef Marcinkiewicz. Rozwiazal on
problem 106 postawiony przez Stefana Banacha w Ksiedze szkockiej. Banach
pytal, czy jezeli dany szereg w przestrzeni Banacha przy dwéch réznych
uporzadkowaniach sumuje sie do réznych elementéw, to odcinek taczacy te
elementy réwniez musi leze¢ w zbiorze sum tego szeregu. Nagroda za rozwigzanie
zagadnienia byla flaszka wina. Marcinkiewicz skonstruowal ciag w przestrzeni
Hilberta L?(0, 1) funkcji catkowalnych z kwadratem, ktéry przy jednym
uporzadkowaniu sumuje sie do funkcji stale rownej 0, a przy innym do funkcji
stale réwnej 1. Jednoczesnie funkcje w tym ciagu przyjmuja wylacznie dwie
wartosci: 0 1 1, wigc nie moze istnie¢ takie uporzadkowanie, przy ktérym szereg
zlozony z tych funkeji sumuje sie do funkcji stale réwnej 1/2. Oznacza to, ze
zbiorem sum nie moze by¢ podprzestrzen liniowa.

Istnieje jednak szansa, ze kontrprzyktad Marcinkiewicza wykorzystuje jakas
specyficzna wlasnoéé przestrzeni L2(0,1). Byé moze w innych
nieskonczeniewymiarowych przestrzeniach Banacha zbiér sum dowolnego szeregu
jest przesunieciem podprzestrzeni? Niestety rowniez tutaj odpowiedz okazuje sie
negatywna. Per Enflo i Mikhail Kadets wykazali niezaleznie w latach 1986-1989,
ze w kaZdej nieskonczeniewymiarowe]j przestrzeni Banacha istnieje szereg,
ktérego zbiér sum jest dwupunktowy! Tym bardziej nie jest wiec przesunieciem
podprzestrzeni liniowe;j.

Teoria zbieznosci szeregbw w przestrzeniach nieskonczeniewymiarowych
przezywala intensywny rozwoj, szczegdlnie w drugiej potowie XX w. Uzyskane
w tym czasie wyniki, obok twierdzenia Enflo i Kadetsa, sa pigkne i glebokie, ale
wymagaja solidnego przygotowania. To jednak temat na zupelnie inng opowiescé.
Zainteresowanym polecam ksiazke Kadetséw (ojca i syna).
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