10. problem Hilberta

Warto jednak wspomnieé takze
przynajmniej o tzw. 24. problemie, ktéry
ostatecznie nie zostal wymieniony
podczas paryskiego wyktadu. Problem
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i metod wykazywania, ze dany dowdd jest
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zainicjowanej przez Hilberta teorii
dowodu.
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Wsrod 23 problemoéw, ktore na Miedzynarodowym Kongresie Matematykdw

w 1900 r. przedstawil Dawid Hilbert, przynajmniej kilka wiaze sie z logika

i podstawami matematyki. Zwiazki te sa szczegélnie silne w przypadku trzech
probleméw: pierwszego, drugiego i dziesiatego. O ile jednak pierwsze dwa
problemy — hipoteza continuum i dowdd niesprzecznoéci aksjomatéw arytmetyki
— dotyczyly podstaw matematyki w sposoéb ewidentny od samego poczatku,

o tyle problem dziesiaty z pozoru miescit si¢ catkowicie w obrebie teorii liczb czy
ewentualnie algebry. Przypomnijmy bowiem, ze sformulowanie 10. problemu
Hilberta brzmialo:

Dane jest réwnanie diofantyczne o dowolnej liczbie zmiennych

i o wspolezynnikach catkowitych: nalezy podaé¢ metode, zgodnie z ktora da sie

w skonczonej liczbie operacji rozstrzygnaé, czy istnieje rozwiazanie tego réwnania
w dziedzinie liczb calkowitych.

Réwnanie diofantyczne to po prostu réwnanie postaci

p1(x1,...,Tn) = pa(x1,...,x,), gdzie n jest dowolng liczbg naturalna i gdzie
p1,p2 € Z[x1, ..., z,)]. Interesuja nas wylacznie caltkowitoliczbowe rozwiazania
réwnania, tj. takie n-tki (k1,...,k,) € Z", dla ktérych

p1(k1,..., kn) = pa(k,..., k). Hilbert oczekiwal podania algorytmu, ktéry dla
danego rownania diofantycznego rozstrzygalby, czy rozwiazanie
calkowitoliczbowe istnieje. Na pierwszy rzut oka mogloby si¢ wydawac, ze to
problem nie az tak bardzo odmienny od takich, jak np. poszukiwanie
najwiekszego wspoélnego dzielnika albo (dla wielomianéw jednej zmiennej)
ustalanie liczby pierwiastkéw rzeczywistych. Problemy te da si¢ bez wickszego
trudu rozwiazywaé algorytmicznie, a konstrukcja i analiza odpowiednich
algorytméw nie wymagaja zadnych odwotan do logiki czy pokrewnych dziedzin.
Dlaczego zatem wtedy, gdy pytamy o rozwiazania w liczbach catkowitych,
zwiazki z logika mialyby sie pojawic?

Zanim zaczniemy to wyjasnia¢, dokonajmy drobnej modyfikacji problemu.
Przenoszac niektére wspotezynniki na druga strone rownania, mozemy bez straty
ogoélnosci przyjaé, iz wszystkie wspotczynniki w p1, p2 sa naturalne, a nie tylko
calkowite. Co wiecej, skupimy sie takze na poszukiwaniu rozwigzan w liczbach
naturalnych. Pytamy sie wiec o algorytm, ktéry rozstrzyga, czy dane réwnanie
diofantyczne o naturalnych wspélczynnikach ma rozwiazanie naturalnoliczbowe.
Zauwazmy, ze jest to nie trudniejsze niz poszukiwanie rozwiazan catkowitych:

na mocy twierdzenia Lagrange’a o czterech kwadratach, aby wiedzie¢, czy

p1(x1,...,2yn) = p2(1,...,2,) ma rozwiazanie naturalne, wystarczy wiedzieé,
czy
2 2 2 2 2 2 2 2y _
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ma rozwigzanie caltkowite.

Powyzsza modyfikacja problemu jest dobra okazja, by odnotowaé, ze algorytm,
ktorego oczekiwatl Hilbert, musiatby odpowiada¢ na pewne dos$é¢ niebanalne
pytania. Dla kazdego n umiatby na przyklad ustali¢, czy réwnanie

@+1)"++1)"=(E+1)"

ma rozwigzania naturalne. Mozna si¢ spodziewad, ze robilby to nie czekajac
na opini¢ Andrew Wilesa.
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Spotyka si¢ tez inne permutacje liter, ale
nie wszystkie: zwigzane z 10. problemem
Hilberta prace Putnama byly
wspélautorskie z Davisem, wiec D stoi
zawsze bezposrednio przed P.

Zadanie, ktére postawit przed matematykami Hilbert, bylo wiec raczej ambitne.
Ostatecznie okazalo sie, ze wrecz zbyt ambitne. W 1970 r. dwudziestodwuletni
Rosjanin, Jurij Matijasiewicz, udowodnil, ze pytanie, czy dane réwanie
diofantyczne ma rozwiazanie naturalnoliczbowe, jest nierozstrzygalne. Innymi
stowy, algorytm, ktéry spelniatby wymogi 10. problemu Hilberta, nie istnieje!
Kiedy juz sie to wie, mozna zaczaé si¢ domyslaé, dlaczego rozwiazanie tego
akurat problemu wiaze sie¢ z przelomowymi odkryciami dwudziestowiecznej logiki
i teorii obliczen.

Droge, ktéra doprowadzila do rozwigzania 10. problemu Hilberta, warto

w skrocie przypomnieé, nie tylko ze wzgledu na range samego wyniku. Stanowi
ona ciekawy przyktad ,zagniezdzonego” zastosowania jednej dziedziny
matematyki w drugiej: w celu rozwiazania problemu z teorii liczb, trzeba byto
odwolac si¢ do fundamentalnych, ale technicznie prostych poje¢ logiki i teorii
obliczen; zeby jednak dalo si¢ do nich odwota¢, niezbedne byty elementarne
pojeciowo, ale bardzo pomyslowe rozumowania teorioliczbowe. Zanim pojawit sie
Matijasiewicz, autorami kluczowych pomystéw byli Martin Davis, Hilary Putnam
i Julia Robinson. Dlatego tez twierdzenie Matijasiewicza, czyli negatywne
rozwiazanie 10. problemu Hilberta, nazywa si¢ tez niekiedy twierdzeniem MRDP
albo DPRM.

Dowodzenie nierozstrzygalnosci probleméw algorytmicznych stato si¢ mozliwe
dzieki pojeciom i wynikom ze slynnej pracy Alana Turinga z 1936 r. Maszyny
Turinga nie bedziemy tu definiowaé¢ bardzo dokladnie. Wystarczy wiedzie¢, ze
jest to matematyczny model urzadzenia dokonujacego obliczen na nieskonczone;j
tasmie, sktadajacej sie z dyskretnych, uporzadkowanych tak jak N, komoérek.
Kazda z komérek moze byé pusta lub zawieraé¢ jeden z symboli 0 lub 1. Maszyna
otrzymuje jako wejscie n-tke (ki,...,k,) € N® dana za pomoca zapisu binarnego,
a nastepnie wykonuje obliczenie, w ktérego kazdym kroku realizuje jedna ze
skonczenie wielu instrukcji, umozliwiajacych przesuwanie si¢ po tasmie w obu
kierunkach, a takze czytac¢ i modyfikowaé¢ symbole zapisane w poszczegélnych
komérkach. W kazdym momencie obliczenia maszyna znajduje sie w jednym ze
skonczenie wielu standw, z ktérych jeden wyrdzniony jest jako stan poczgtkowy,
a niektére inne — jako koricowe. Powiemy, ze zbiér S C N™ (ktéry utozsamiamy
z problemem algorytmicznym ,czy dana n-tka (ki,...,k,) nalezy do S?”) jest
nierozstrzygalny, jesli nie istnieje maszyna Turinga, ktéra na wejsciu
(k1,...,kn) € S koficzy obliczenie z 1 w jedynej niepustej komorce tasmy, a na
wejsciu (K1, ..., kn) € S kohczy obliczenie z 0 w jedynej niepustej komorce.
Kazda maszyne Turinga mozna zakodowadé za pomoca pojedynczej liczby
naturalnej, co oznacza, ze wszystkich maszyn jest przeliczalnie wiele, a zatem
prawie wszystkie pozdbiory N” sg nierozstrzygalne. Co jednak wazne, Turing
podal takze konkretny przyklad zbioru nierozstrzygalnego:

STOP = {(k1,k2) € N* : maszyna o kodzie k;
osiaga stan koncowy w trakcie obliczenia na wejsciu ko }.

Dowdéd nierozstrzygalnosci jest w tym przypadku do$é elementarnym
rozumowaniem przekatniowym.

Kluczowsa z naszego punktu widzenia cecha zbioru STOP jest to, Zze mozna go
zdefiniowaé w stosunkowo prosty sposéb. Dokladniej, zbiér STOP jest
definiowalny formutla logiczna postaci

Jr1€eN. T eNO(ky ..o kn, X1, oy T )s

gdzie formula ®(k; ..., kpn,x1,...,2Tm) jest zbudowana ze zmiennych
ki...,kn,x1,...,Zm (W naszym przypadku n = 2), ewentualnych zmiennych
pomocniczych y1, ..., Yy, oraz stalych 0,1 za pomoca: symboli arytmetycznych
+, -, =, spéjnikéw logicznych A, V, - oraz kwantyfikatoréw ograniczonych, czyli
postaci Vy; <k;, Vy; <x;, Jy; <k; lub Jy; <z;. Kazda formule tego typu nazywad
bedziemy formula klasy 31 badz po prostu formuta ¥;. Przyktadem formuty ¥,
(skadinad zdegenerowanym, bo pozbawionym poczatkowych kwantyfikatoréw
egzystencjalnych) jest ponizsza formula definiujaca zbiér liczb pierwszych:

E#AONE# 1Ay <kVya<k[y1=1Vys = 1Vk#uys -yl
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Zbiory ¥i-definiowalne nazywa sie rowniez rekurencyjnie przeliczalnymi lub
czesciowo rozstrzygalnymi. Formuta Y, definiujaca zbiér STOP orzeka istnienie
liczby x kodujacej zakonczone obliczenie maszyny k1 na wejsciu ko. W celu
stwierdzenia ,istnieje z” uzywamy poczatkowego kwantyfikatora 3, ale cala
trudno$¢ w konstrukeji formuty polega na wyrazeniu tresci ,z jest kodem
obliczenia maszyny ki na wejsciu k2” za pomoca $rodkéw dopuszczonych przez
definicje klasy ;. Sednem problemu jest reprezentowanie ciagéw liczb
naturalnych dowolnej dlugosci za pomoca pojedynczych liczb, a rozwiazanie,
wywodzace sie z przelomowej pracy Kurta Godla na temat niezupelnosci teorii
aksjomatycznych, polega na tworczym wykorzystaniu elementarnej teorii liczb.
Chinskie twierdzenie o resztach mowi, ze jesli liczby mg, mq, ..., m, sa wzglednie
pierwsze i zachodzi n <mg, k1 <ma, ..., k, <m,, to istnieje liczba m taka, ze

m =n (mod mp) oraz m = k; (mod m;) dlai=1,...,n. Liczbe m chcieliby$my
uznaé za kod ciagu (k1,...,kn). W tym celu musimy jednak umieé¢ odwolaé sie
do pewnych konkretnych wzglednie pierwszych liczb my, ..., m,, ale bez
kodowania ciggu (my, ..., m,); inaczej grozi nam popadniecie w bledne kolo

w definicji. Trudnos¢ te udaje sie pokonac za pomoca faktu, ze dla dowolnego

¢ > n + 1 wzglednie pierwsze sa elementy ciagu arytmetycznego
O+1,20+1,...,(n+ 1)1+ 1.

Wypada teraz wskazaé¢ na zwiazek miedzy pewnymi szczegdlnymi formutami
klasy ¥1 a réwnaniami diofantycznymi. Powiemy, ze formuta > jest
diofantyczna, jesli jest postaci

(1) dr:eN...dx,, éN [pl(kl...,kn,$1,...,$m):pg(kl...,kn,,Tl,...,LL'm)],

gdzie p1,p2 sa napisami zbudowanymi ze zmiennych ky ..., k,, 21,..., 2y Oraz
stalych 0,1 za pomoca symboli +, - (a wiec, w istocie, wielomianami

o wspdélezynnikach naturalnych). Przyktadowo, zbiér liczb zlozonych mozna
zdefiniowaé formuta diofantyczna:

dzy ENHIQEN[y = (Il + (1 + 1)) . (IQ + (1 + 1))]

Zauwazmy, ze ewentualny algorytm spelniajacy wymagania 10. problemu
Hilberta umialby, dla danej formuly diofantycznej takiej jak w (1) i danych
ki...,ky, rozstrzygnaé, czy formula ta jest prawdziwa o ki, ..., k,. Innymi
stowy, jesli 10. problem Hilberta ma pozytywne rozwiazanie, to zaden zbiér
definiowalny formula diofantyczna — w skrocie: zbiér diofantyczny — nie moze byé
nierozstrzygalny!

Zgodnie z definicja, formuta diofantyczna rézni sie od ogdlnej formuty 3,
zakazem uzywania spojnikow logicznych oraz kwantyfikatoréw ograniczonych.
Brak spdjnikéw nie jest istotnym problemem: zaréwno koniunkcja, jak

i alternatywa formut diofantycznych sa rownowazne formutom diofantycznym,
z grubsza dlatego, ze dla danych wielomianéw p, ¢ mamy:

p2+q2:O wtw p=0Aq=0,
pg=0 wtw p=0Vq=0.

Co wiecej, negacja rownosci p; = pa tez jest diofantyczna: jest réwnowazna
alternatywie p; <ps2 V p2 <p1, a z kolei p; <ps jest réwnowazne

JzeN[py = p1 + (z + 1)]. Innymi stowy, formuly diofantyczne w zasadzie r6znia
sie od og6lnych formut ¥; tylko brakiem kwantyfikatoréw ograniczonych.
Roznica spora — z cala pewno$cia za pomoca kwantyfikatorow ograniczonych da
si¢ powiedzie¢ wigcej niz bez kwantyfikatoréw w ogodle — ale moze nie az tak, by
catkowicie wyeliminowac nierozstrzygalno$¢? Okoto 1944 r. Emil Post miatl
zasugerowac, ze 10. problem Hilberta wrecz blaga o dowdd nierozstrzygalnodci.

Pod koniec lat 40. Martin Davis, ktory logiki uczyl si¢ miedzy innymi od Posta,
byt juz w stanie wyj$¢ poza obszar sugestii czy blagan. Davis badal w swoim
doktoracie ogélne wlasnosci klasy zbioréow diofantycznych. Dowiédl, ze klasa ta,
cho¢ domknieta na przeciecie i sume, nie jest domknieta na dopetnienie —
podobnie jak klasa zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych. Udowodnil ponadto, ze
kazda formula ¥; jest rownowazna takiej, ktéra rézni sie od diofantycznej tylko
obecnoscia jednego ograniczonego kwantyfikatora V. Innymi stowy, z rezultatow
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Davisa wynikalo, ze jesli kazda formula postaci

(2) Vy<kidzieN...3z, €N [pi(ki... . kn, 21, ., Tm,Yy) =

:p2(k1 . ..,kn,flil,...,fﬂm,y)]
jest réwnowazna diofantycznej, to kazdy zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest
diofantyczny — a zatem w szczegdlnosci zbiér STOP jest diofantyczny

i 10. problem Hilberta ma negatywne rozwiazanie. Davis postawil niezwykle
$mialg jak na owe czasy hipoteze, ze tak wlasnie jest!

Calkiem niezaleznie od prac Davisa, Julia Robinson, doktorantka Tarskiego,
probowala ustali¢, czy pewne konkretne zbiory sa diofantyczne. Interesowal ja
zwlaszcza wykres funkcji wykltadniczej ¥ = z. W opublikowanej w 1952 r.

w Transactions of the AMS pracy Robinson uzyla teorii réwnan Pella,

by wykazaé¢ miedzy innymi, ze pewne ciekawe zbiory, takie jak zbiér liczb
pierwszych, relacja x = y! i relacja (ﬁ) = z, sa wykladniczo diofantyczne,

tj. zdefiniowane formula

Jr1eN.. e, eN[ry(kr . kn, 21, o) =12(k1 o kn, T, - 2],

gdzie r1, 2 zbudowane sa ze zmiennych i stalych za pomoca +, - oraz wtasnie x¥.
Jezeli wiec relacja ¥ = z jest diofantyczna, to wszystkie te zbiory réwniez.
Gléwny wynik Robinson méwil z kolei, ze diofantycznosé x¥ = z wynikataby
z istnienia jakiejkolwiek relacji diofantycznej S C N? wyktadniczego wzrostu, czyli
takiej, ze:

(i) jesli (z,y) € S, toy < z%,

(ii) dla kazdego k € N istnieje para (z,y) € S taka, ze y > x*.

(Warunek (i) mozna bylo nawet do$¢ znaczaco ostabi¢.) Stwierdzenie, ze taka
relacja istnieje, bywa nazywane hipotezq Julis Robinson badz w skrocie hipotezq
JR. Hipoteza JR wydawala si¢ istotnie stabsza od hipotezy Davisa — wykres
funkcji wyktadniczej jest nieprzecietnie prostym przyktadem zbioru rekurencyjnie
przeliczalnego — co bynajmniej nie oznaczato, ze powszechnie uwazano te
hipoteze za prawdziwa.

Kolejny wazny etap zmagan z 10. problemem to pézne lata 50. Zaczelo si¢ od
wspolnych badan Davisa i Hilary’ego Putnama, ktorzy postanowili wnikliwie
przeanalizowaé formuly postaci (2). Jak mozna by pozby¢ sie ograniczonego
kwantyfikatora V z (2)? Zalézmy dla uproszczenia, ze n = m = 1. Wiadomo,
ze formuta

Vy<kdz [pl (ka Z, y) = p2(k7 T, y)]

jest réwnowazna

(3) 3<‘T07"'7xk>vy<k [pl(kv‘ryvy)ZPQ(kvxyvy)]v

gdzie (zo,...,z1) jest kodem dla ciagu odpowiedniej dtugosei. Postaé (3) ma te
niewatpliwa zalete, ze kwantyfikator 3 znalazl si¢ na poczatku. Zdecydowanie
wciaz nie jest to jednak formuta diofantyczna: nie dosé, ze nie pozbyliSmy sie
ograniczonego V, to jeszcze pojawily nam si¢ napisy x, oznaczajace y-ty wyraz
ciagu, ktére trzeba zastapi¢ ich potencjalnie do$¢ skomplikowana definicja.

Co z tym mozna zrobi¢?

Pomyst Davisa i Putnama byt nastepujacy. Uzyjmy jeszcze raz kodowania ciagdéw
za, pomocy chinskiego twierdzenia o resztach: niech wiec x, oznacza reszte

z dzielenia x przez y-ty wyraz jakiegos latwego do opisania ciagu
arytmetycznego. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby ¢ dostatecznie duzej wzgledem
argumentéw réwnosé p1(k, xy,y) = p2(k, z,, y) jest réwnowazna kongruencji
pi(k, zy,y) = pa(k, zy,y) (mod £), i spréobujmy wybraé ¢ tak, by ta kongruencja
byta z kolei dla kazdego y = 0, ..., k réwnowazna p1(k,z,Y) = pa(k,x,Y)

(mod ¢) dla pewnego Y niezaleznego od y. W celu zdefiniowania ¢ sprébujmy
skorzystaé z tego, ze wykresy réznych przydatnych operacji takich jak reszta

z dzielenia, silnia czy symbole Newtona sa diofantyczne badZ (na mocy wynikéw
Robinson) wykladniczo diofantyczne. I... moze co$ wyjdzie?

Cos wyszto. Po dluzszym okresie intensywnych wysitkéw Davisowi i Putnamowi
udalo si¢ udowodnié¢, co nastepuje: jesli istnieja dowolnie dlugie skoniczone ciagi
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Dla koneseréw: MR0133227.

Czlowiek mniej utalentowany od
Matijasiewicza moze si¢ zastanawiaé, czy
na pewno tylko motywacji.

arytmetyczne zlozone z liczb pierwszych, to kazdy zbiér rekurencyjnie
przeliczalny jest wykladniczo diofantyczny. Z dowodem zapoznala sie Robinson,
ktora zdotata wyeliminowaé zatozenie na temat ciagdw arytmetycznych liczb
pierwszych (jak wiadomo, do 2004 r. byl to problem otwarty). Gléwny wynik
wspdlnej pracy trojga autoréw, opublikowanej w 1962 r. w Annals of
Mathematics, brzmiat wiec: kazdy zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest
wyktadniczo diofantyczny! Oznaczalo to, ze w celu pokazania, ze kazdy zbiér
rekurencyjnie przeliczalny jest po prostu diofantyczny, a zatem takze rozwigzania
10. problemu Hilberta, wystarczalo udowodnié hipoteze JR — a wiec na przyktad
wskazaé choé¢ jeden przyklad funkcji o wykladniczym tempie wzrostu

i diofantycznym wykresie.

Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze nie wszyscy byli przekonani co do tego, iz
praca Davis-Putnam-Robinson stanowita istotny krok na drodze do rozwiazania
10. problemu. Najlepsza ilustracja stanowiska éwczesnych sceptykéw byta
recenzja pracy DPR w Mathematical Reviews. Autor recenzji, znany logik Georg
Kreisel, pisat miedzy innymi: ,Wyniki te maja powierzchowny zwiazek

z dziesigtym problemem Hilberta, dotyczacym zwyklych (tj. niewyktadniczych)
réwnan diofantycznych. Dowéd (...) nie uzywa zaawansowanych faktéw z zakresu
teorii liczb czy teorii zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych, a zatem jest
prawdopodobne, ze rezultat nie jest blisko zwigzany z problemem Hilberta.
Ponadto byloby zaskakujace, gdyby wszystkie (zwykle) problemy diofantyczne
redukowaly sie jednostajnie do probleméw o ustalonej liczbie zmiennych

i ustalonego stopnia, a miatoby to miejsce, gdyby wszystkie zbiory rekurencyjnie
przeliczalne byly diofantyczne”.

Lata 60. byly okresem wytezonych prac nad hipoteza JR. Odkryto rézne ciekawe
warunki teorioliczbowe, ktére implikowaly hipoteze, ale préby udowodnienia
ktéregokolwiek z nich pozostawaly daremne. W pewnym momencie sama
Robinson stracita przekonanie, ze hipoteza jest prawdziwa. Wiecej optymizmu
zachowal Davis, ktory na pytania w tej sprawie mial odpowiadaé: ,sadze, ze
hipoteza Julii Robinson jest prawdziwa, a udowodni ja jakis bystry mlody
Rosjanin”.

Jak wiadomo, przeczucie Davisa bylo po raz kolejny zdumiewajaco trafne.
,Bystrym mlodym Rosjaninem” byt oczywiscie Matijasiewicz, ktory myslat
obsesyjnie o 10. problemie przez wiekszo$¢ okresu studiéw na Uniwersytecie
Leningradzkim. Wkroétce po rozpoczeciu studiow doktoranckich i pozornie
skutecznym uwolnieniu si¢ od obsesji zostal poproszony o zrecenzowanie wlasnie
opublikowanego artykutu Robinson, w ktérym dostrzegl inspirujacy nowy
pomyst. Podanym przez Matijasiewicza przykladem relacji diofantycznej

o wzroscie wykladniczym byt wykres funkcji y = Fy,,, gdzie F,, oznacza n-ta
liczba Fibonacciego. Dowo6d diofantycznosci byl oparty na serii bardzo
pomystowych trickow i trudny do streszczenia, choé¢ zarazem w pelni elementarny.
Po drodze trzeba bylo odkry¢ niezane dotad wtasnosci liczb Fibonacciego, na
przyktad to, ze z podzielnosci F,, przez F? wynika podzielnogé m przez F,. Sam
autor dowodu stwierdzil, ze cata konstrukcja ,nie uzywata zadnych gtebokich
osiggnie¢ dwudziestowiecznej teorii liczb i mogta byé odkryta w poprzednim

[tj. XIX — LK] wieku. Brakowalo wiec motywacji”. W wielu p6Zniejszych
zrodtach uzywa sie innych relacji, wsrod ktérych szczegdlnie popularna jest
relacja ,y jest druga wspolrzedna z-tego dodatniego rozwiazania rownania Pella
22 — (a® — 1)y? = 17 (formalnie jest to relacja miedzy trzema argumentami
x,y,a, ale a mozna ustali¢). Nie zmienia to jednak ogélnego charakteru dowodu.

Twierdzenie Matijasiewicza ma wiele interesujacych konsekwencji w réznych
dziedzinach matematyki, zwlaszcza w obrebie logiki i teorii liczb. Wymienmy
dwa przyklady. Ciekawym faktem teorioliczbowym wynikajacym tatwo

z diofantycznoéci zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych jest istnienie wielomianu
p € Zlx1,...,x,] (dla dostatecznie duzego n), dla ktérego przeciecie zbioru
wartosci przyjmowanych na argumentach catkowitych ze zbiorem liczb
naturalnych to doktadnie zbiér liczb pierwszych. W logice z kolei wynik
Matijasiewicza przynosi nowe przyktady zdan niedowodliwych w silnych teoriach
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aksjomatycznych. Na mocy twierdzenia Godla o niezupelnosci, dla kazdej
dostatecznie silnej teorii (spelniajacej pewne minimalne warunki sensownosci)
istnieje zdanie w jej jezyku, ktorego teoria ta nie jest w stanie ani udowodnié, ani
obali¢. Zdania podane przez Godla mialy zawsze postaé stwierdzenia, ze pewien
zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest pusty. Na mocy twierdzenia Matijasiewicza
mozemy zatem stwierdzi¢, ze dla kazdej teorii istnieje réwnanie diofantyczne,
ktére nie ma (catkowitoliczbowych) rozwiazan, ale teoria nie jest tego w stanie
udowodnié.

Przynajmniej kilka waznych zagadnien bliskich 10. problemowi Hilberta
pozostaje otwartych. Najstynniejszym przykladem jest zapewne odpowiednik
10. problemu dla liczb wymiernych, czyli pytanie o rozstrzygalnosé zbioru
réwnan diofantycznych, ktére maja rozwigzania w Q.

Znacznie wiecej informacji na temat 10. problemu Hilberta zawieraja prace,

z ktorych korzystatem piszac niniejszy tekst, miedzy innymi ksiazka
Matijasiewicza [4] 1 artykul Davisa [2]. Sam dowdd twierdzenia Matijasiewicza
mozna tez znalezé w wybranych podrecznikach logiki, np. [3], a takze w polskim

.
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