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Wierzchotki kwadratu mozna dwoma kolorami pokolorowaé¢ na 16 réznych

sposobow:
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Gdy za geometrycznie nierozréznialne uznamy te pokolorowania, ktore réznia sie
jedynie polozeniem kwadratu, czyli takie, dla ktoérych istnieje izometria kwadratu
nakladajaca jedno z nich na drugie (np. obrét o 90° naktada drugie na trzecie

narysowane powyzej pokolorowanie), to geometrycznie rozréznialnych

pokolorowan dwoma kolorami bedzie 6.
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Uzywajac trzech kolorow, mozna pokolorowaé wierzchotki kwadratu na 21

geometrycznie rozréznialnych sposobéw.
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Grupa obrotéw kwadratu.
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Najwieksza grupa przeksztalcen zbioru X to grupa jego permutacji, wszystkie

inne sa w niej zawarte (sa jej podgrupami). Kazda permutacja daje sie

przedstawié jako suma cykli — piszac (1,2, 3), bedziemy mieli na mysli cykliczna
zamiane 1 na 2, 2 na 3 1 3 na 1. Oto rozklad na cykle wszystkich oSmiu

elementéw grupy przeksztalcen wierzchotkéw kwadratu na siebie:
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Permutacje i kolorowania.
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Niech bedzie dany zbiér skonczony A. Kolorowaniem zbioru A nazwiemy
dowolna funkcje

24

c:A—{1,... Kk}

Méwimy tez wtedy, ze elementy zbioru A kolorujemy za pomoca k koloréw
(nawet, jesli nie wszystkie kolory zostaly uzyte). Niech K bedzie zbiorem



wszystkich kolorowan zbioru A za pomoca k koloréw. Przypu$émy nastepnie, ze
dana jest pewna grupa G przeksztalcen zbioru A na siebie (czyli podgrupa grupy
wszystkich permutacji zbioru A). Definiujemy dziatanie permutacji 7 € G na
kolorowania. Zaczniemy od przykiadu. Niech A bedzie zbiorem wierzchotkéw
kwadratu, ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 do 4. Mamy zatem

A={1,2,3,4}.
Niech nastepnie G bedzie grupa obrotow kwadratu. Dokladniej, G jest grupa
permutacji zbioru A generowanych przez obroty kwadratu. Niech ponadto zbiér
{1,2, 3} bedzie zbiorem koloréw; mozemy np. przyjaé¢ umowe, ze 1 oznacza kolor
bialy, 2 oznacza kolor rézowy i 3 czarny. Rozwazmy permutacje w3 generowana
przez nastepujacy obrot kwadratu

4 3 1 1
— w3

1 2 2 3
(1,4,3,2)

Woéwezas w3 = (1,4, 3,2). Niech kolorowanie ¢ : A — {1, 2,3} bedzie okreslone
w nastepujacy sposob:
c(1)=3, ¢(2) =1, ¢(3) =3, c(4) =2.
Wreszcie niech d : A — {1, 2,3} bedzie kolorowaniem powstajacym z kolorowaia ¢

przez ,obrécenie” kolorowania ¢ o 90° zgodnie z ruchem wskazdwek zegara, czyli
w taki sposéb, w jaki dziala na wierzchotkach kwadratu przeksztalcenie 7s.

49 3 4 p 3
& d:
14 2 1 > 2

Mamy wéwczas

d(1) = 1=c(2) = c(r3 (1)),
d(2) =3 =c(3) = cn3 ' (2)),
d(3) =2 = c(4) = c(r3"(3)),
d(4) =3 =c(1) = c(r3" (4)).

Mozemy teraz przyjac¢ definicje ogdlna
Dziatanie grupy G na kolorowania.

Definiujemy teraz grupe G* przeksztalcen zbioru K. Dla dowolnego
przeksztalcenia 7 € G definiujemy przeksztalcenie
™ K-> K
wzorem 7*(c) = c o w~ 1. Wreszcie przyjmujemy
G*={r": meG}.

Cwiczenie. Je$li k > 2, m,0 € G oraz 7 # o0, to m* # o*. W szczegdlnosci

G*| = |G].
Dwa kolorowania c¢ i d uwazamy za identyczne (nierozréznialne ze wzgledu na
grupe G), jedli istnieje permutacja m € G taka, ze
d=7"(c).
Naszym celem jest wyznaczenie liczby kolorowan rozréznialnych
(nieidentycznych) ze wzgledu na grupe G.
Orbita i stabilizator.

Definicja. Jedli G jest pewna grupa permutacji zbioru A oraz a € A, to orbita
elementu a (ze wzgledu na grupe G) nazywamy zbiér

O(a) ={n(a) : 7€ G}.

25



Zatem naszym celem jest wyznaczenie liczby orbit grupy G* w zbiorze K.

Definicja. Niech G bedzie pewna grupa permutacji zbioru A i niech a € A.
Wéwczas stabilizatorem elementu a nazywamy zbior

S(a) ={r e G: w(a) =a}.

Nietrudno zauwazy¢, ze stabilizator elementu a jest podgrupa grupy G.
Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat. Dla kazdego elementu a zbioru A zachodzi réwnosé

1S(a)] - [O(a)| = |GI.

Dowéd. Niech O(a) = {b1,...,b,}. Wybieramy takie przeksztalcenia
m,...,m € G, by
7Tl(a’) = b17 s 77TT(a’) = b'r-

Niech P = {m1,...,m }. Oczywiscie |P| = |O(a)|. Pokazemy, ze kazde
przeksztalcenie m € G mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci m = g o p,
gdzie o € P oraz p € S(a). To oczywiscie zakonczy dowdd.

Niech wiec m € G. Niech nastepnie m(a) = bs, gdzie 1 < s < r. Zatem
m(a) = ms(a). Przyjmijmy
o =T, pzws_low.
Oczywiscie
Yom)=m.

cop=mgo(m,

Ponadto o = 7y € P. Pokazemy, ze p € S(a). Mianowicie
pla) = (7" om)(a) = m (m(a)) = 77! (ms(a)) = a.

To dowodzi, ze przeksztalcenie m moze by¢ przedstawione w zadanej postaci.
Przypu$émy teraz, ze

Ts0p=mOT,
gdzie 1 < s,t < roraz p, 7 € S(a). Woéwczas

(ms 0 p)a) = (w0 7)(a),
Ws(p(a)) = Wt(T(a’))v
7s(a) = m(a),
bs = bta
s=t

Zatem 7, = 7, skad oczywiscie wynika, ze p = 7, co konczy dowdd lematu.
Definicja. Niech G bedzie pewna grupa przeksztalcen zbioru A i niech 7 € G.
Wtedy charakterem przeksztalcenia m nazywamy liczbe tych a € A, dla

ktérych 7(a) = a:
x(m) = {a € A: n(a) = a}|.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. (Lemat Burnside’a) Niech G bedzie pewna grupa przeksztalcen
zbioru A. Wtedy liczba orbit w zbiorze A (ze wzgledu na grupe G) jest réwna

ﬂ@z%TZMﬂ

TeG
Dowdd. Bedziemy zliczaé¢ na dwa sposoby liczbe elementow zbioru
X ={(m,a) e Gx A: w(a) =a}.
Dla kazdego m € G istnieje x(7) takich a € A, dla ktérych 7(a) = a, czyli

(r,a) € X. Zatem
X1 =" x(m).
TeG
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Z drugiej strony, dla kazdego a € A istnieje |S(a)| takich przeksztalcen 7, dla
ktérych 7(a) = a, czyli (7,a) € X. Zatem

X =" 15(a)

acA
7 poprzedniego lematu wynika, ze

-3 g =1 Z oy

acA

Przypusémy teraz, ze zbior A zostal rozbity na r = ¢(G) orbit i niech by, ..., b,
beda reprezentantami tych orbit. Wéwczas

Som X X e 2

j= 1an(b) i=1a€0(b;) (J)|
23 |0<1b->|' 2 ! :i(|0<1b->| "O“’j)') -
j=1 N aeo(b;) j=1 J

:il:r:t(G)

Zatem
X[ = 1G] - t(G),
czyli
GI-4(G) = ) x(x),
el
skad natychmiast wynika teza lematu Burnside’a.

Przypu$émy teraz, ze dany jest zbior A i pewna grupa GG przeksztalcen zbioru A.
Rozwazamy zbiér K kolorowan zbioru A za pomoca k koloréw i grupe G*
przeksztalcen zbioru K. Wowczas liczba orbit grupy G* jest réwna

HGT) = |G—1| PICE ﬁ PG

Dla dowolnego przeksztalcenia m € G chcemy obliczyé x(7*). Przypu$émy zatem,
ze ¢ € K. Zauwazmy, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

7 (c) = ¢,
com ! =c,
c=com,

Va € A (¢(m(a)) = c(a)).
Ostatni warunek jest rownowazny temu, ze wszystkie elementy tego samego

cyklu (w rozkladzie permutacji 7 na cykle) sa pokolorowane tym samym
kolorem. Zatem, jesli z(7) oznacza liczbe cykli permutacji 7, to

() = K,
Stad otrzymujemy wzor

* 1 z(T™

TeG

Liczba kolorowan kwadratu.

Przypomnijmy, ze grupa obrotéw kwadratu sktada sie z nastepujacych 8
permutacji zbioru {1,2,3,4}:

M@)B3)4), (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2),
(1,2)(3,4), (L,4)(2,3), (1)(2,3)3), (1,3)(2)(4).
Zatem liczba cykli, to odpowiednio
4,1, 2, 1, 2, 2, 3, 3.
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Wobec tego liczba geometrycznie rozréznialnych kolorowan wierzchotkow
kwadratu za pomoca k koloréw jest réwna

1 1

3 '+ k+E +k+E +E+E + k%) = 3 (K* + 2k° + 3k% + 2k) .
I (prosze sprawdzié) dla k = 2 otrzymujemy 6, dla k = 3 i k = 4 mamy
odpowiednio 21 i 55 rozréznialnych geometrycznie kolorowan. Oto wszystkie
kolorowania wierzchotkéw kwadratu czterema kolorami:

o—oe @ @ @ L o—@ o——=o0 o—@0

Ktore z tych 55 pokolorowan sa odréznialne od ich obrazéw lustrzanych? Mozna
obliczy¢, ze powinno ich by¢ 15.

Zliczanie orbit za pomocg indeksu cyklowego.
(Polya, de Bruijn)

Pokazemy teraz ogdlniejsza metode zliczania orbit, ktérej autorem jest G. Polya.
Niech 7 bedzie permutacja zbioru n-elementowego A. Liczbe cykli dlugosci i
permutacji 7w oznaczamy symbolem \; (7). Oczywiscie

Am) = (m) + ..o+ ().

Niech G bedzie pewna grupa permutacji zbioru A. Indeksem cyklowym grupy

G nazywamy wielomian
)\1 7T) )\2 An
Po(z1,29,...,2n E x] :En (m),
TeG

Bez dowodu podamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. (Polya — 1937, de Bruijn — 1959, 1964; a takze w innej postaci
Redfield — 1927)

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym i niech G bedzie pewna grupa
permutacji zbioru A. Niech K bedzie zbiorem kolorowan zbioru A za pomoca m
koloréw. Niech wreszcie wielomian

Po(x1,29,. .., %)
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bedzie indeksem cyklowym grupy G. Wtedy liczba kolorowan zbioru A
rozroznialnych ze wzgledu na grupe G jest réwna

Pg(m,m,...,m).

Nastepnie liczba kolorowan (rozréznialnych ze wzgledu na grupe G), w ktérych
kolor 1 wystepuje ki razy, kolor 2 wystepuje ks razy itd. (przy czym oczywiscie
zachodzi réwno$é ki + ko + ... + ky, = n), jest réwna wspélezynnikowi przy

wiwk? . wkr w wielomianie
m m m
2
W (wy,wa, ..., wy,) = Pg E w;, E Wiy E wl | .
i=1 i=1 i=1
Wielomian W (wy,wa, ..., w,) powstaje zatem z indeksu cyklowego
Pg(x1,29,...,2,) grupy G przez podstawienie:

T =Wy +wa + ...+ Wy,

2 2 2
To =wi twy; +...+w,,,

Tp =wy +wy + ...+ w,.

* X ok

W artykule Wojciecha Guzickiego z XXXVII Szkoty Matematyki Pogladowej,
do ktérego odsylalam na poczatku tekstu, znajduja sie nastepujace wzory

na liczbe pokolorowan wierzchotkéw szescianu za pomoca m koloréw
rozrdznialnych ze wzgledu na grupe obrotow

i - (m® + 17m* 4 6m?)

i rozréznialnych ze wzgledu na cala grupe izometrii
1
T (m® + 6m° + 21m* + 20m?) .

Artykul konczyl sie zadaniem, do ktérego Autor dotaczyt kolorowe rysunki,
co wéwcezas musieliSmy zastapié¢ odcieniami szarosci. Skoro jednak dzi$
dysponujemy juz kolorami, mozemy przytoczyé zadanie konczace ten artykut
w pelnej krasie.

Zadanie.

Na ile sposobéw (rozréznialnych ze wzgledu na grupe obrotéw lub grupe
izometrii) mozna pokolorowaé¢ wierzchotki szescianu czterema kolorami, po dwa
wierzcholki kazdego koloru?

A oto przyklad takiego kolorowania:

Nietrudno zauwazy¢, ze indeksem cyklowym grupy obrotéw szedcianu jest
wielomian

1
Pg(z1, 12,73, 24) = ﬂ(a@? + 82313 + 925 + 627).

Natomiast indeksem cyklowym calej grupy izometrii sze$cianu jest wielomian

1
Po(zy,...,26) = @(:17515 + 62123 + 82323 + 1355 + Swowe + 1227).

Przystepujemy teraz do rozwiazania zadania.
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Przypadek 1. Grupa obrotéw szescianu.
Po dokonaniu podstawienia opisanego w twierdzeniu otrzymamy nastepujacy
wielomian W (w1, ws, ws, wy):

W(wla wz, W3, '(U4)

1
=5 (w1 + wa + w3 + w4)® + 8(wr + wa + w3 + wa)* (W} + Wi + w§ + w})*+

+9(wi + w3 + wi +w?)* + 6(w] + wi +ws +wi)?).

Nietrudno zauwazy¢, ze wspotczynnik przy wiwiw3w] jest réwny:

1/ 8 41
Q<W+Q-W>:114.

W tym przypadku istnieje zatem 114 istotnie réznych kolorowan.

Przypadek 2. Grupa izometrii szescianu.

Tym razem otrzymamy nastepujacy wielomian:
1
W(wl,wg, w3, w4) = E ((w1 + weo + w3 + w4)8+
+6(w1 + wo + w3 + wy)*
+8(wy + wy + w3 + wy)(wh + w3 4+ wi + wi)?
+8(wi + wj + wi +wi)(wh +wj +w§ + wh) +
+H13(wf +wj + wi + wi)t + 12(w] + wy +ws +wi)?).

Wsp6tezynnik stojacy przy wiwsw3w] jest tym razem réwny:

1 8! 4! 4!
—|—=5+6-6-2- — +13:- —— | =68
18 <(2!)4 - e " (1!)4) ’

skad wynika, ze istnieje 68 kolorowan rozréznialnych za pomoca grupy wszystkich
izometrii sze$cianu.

wi +wi + w3 +wj)® +
+

o~ o~

Wizystkie kolorowania szescianu czterema kolorami (po dwa wierzchotki kazdego
koloru) zostaly zebrane na ponizszym rysunku. W celu latwiejszego rozréznienia
tych kolorowan, zostaly one pogrupowane w 8 grup i kazda grupa otrzymata kod
sktadajacy sie z trzech liczb. Pierwsza liczba oznacza liczbe krawedzi majacych
konce tego samego koloru. Druga liczba oznacza liczbe przekatnych $cian

o koncach tego samego koloru. Wreszcie trzecia liczba oznacza liczbe przekatnych
szescianu o jednakowych koncach. Wewnatrz kazdego szescianu jest podana
liczba kolorowan danego typu (tzn. liczba kolorowan, ktére mozna otrzymaé

z danego kolorowania za pomoca obrotéw). Wreszcie parami obok siebie zostaly
umieszczone kolorowania symetryczne (tzn. rozréznialne za pomoca grupy
obrotéw i nierozréznialne ze wzgledu na grupe wszystkich izometrii).

(4,0,0) (3,0,1) (2,2,0) (2,0,2)

12 12

(1,2,1) (0,4,0) (0,2,2) (0,0,4)

30



