Szeregi liczbowe a liczba 7

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Jagiellonski, ul. prof. Stanistawa
FLojasiewicza 6, 30-348 Krakow,
karolgryszka@gmail.com

Karol GRYSZKA*

Liczba 7 bezsprzecznie nalezy do najpowszechniej znanych statych
matematycznych, a przez wielu uwazana jest réwniez za najwazniejsza.

Jej historia siega czaséw Starozytnego Babilonu, skad pochodza pierwsze,
datowane na okres 1900-1680 p.n.e., zrédta swiadczace o jej wykorzystaniu.

Sa to kamienne tablice, na ktérych zawarty zostal opis wartosci obwodu kola

o $rednicy 1, przyblizony przez warto$é¢ 3.125. Archimedes, bedacy
prawdopodobnie pierwszym matematykiem badajacym doktadniej wartosé liczby
m, w III w. p.n.e. oszacowal ja z doktadnoscia do dwdch miejsc po przecinku.

Wraz z postepem matematyki odkrywano kolejne jej wlasnosci, jak
niewymierno$é¢ (udowodniona w roku 1761 przez Johanna Heinricha Lamberta)
oraz przestepno$é¢ (udowodniona w 1882 roku przez Ferdinanda Lindemanna).
Przestepnos$é oznacza, ze nie istnieje wielomian o wspotczynnikach catkowitych
taki, ze liczba 7 jest jego pierwiastkiem. Konsekwencja tego jest brak mozliwosci
przedstawienia m za pomoca skonczonego zapisu ztozonego z liczb catkowitych,
dziatan arytmetycznych, utamkoéw oraz poteg i pierwiastkéw. Wilasnosci te
pozwolity rozstrzygnaé wiele probleméw geometrycznych zwiazanych z liczba ,
miedzy innymi problem kwadratury kota — konstrukeji kwadratu o polu réwnym
polu danego kota przy uzyciu wytacznie cyrkla i linijki.

Wspolczesnie, dzieki ogromnej mocy obliczeniowej komputeréw, mozna obliczy¢
wartos¢ liczby 7 z dokladnoscia do wielu bilionéw miejsc po przecinku. Odlegle
sekwencje cyfr w rozwinieciu moga stanowi¢ rodzaj klucza szyfrujacego dane,
zatem wazna jest umiejetno$é znalezienia techniki pozwalajacej na wyznaczanie
rozwiniecia dziesietnego. Jedna z popularnych metod jest poszukiwanie szeregu
zbiezego do liczby 7.

Wsrod wielu znanych wzoréw reprezentujacych liczbe m za pomoca szeregéw
nieskonczonych najczesciej wyrdznia sie dwa z nich. Pierwszym jest szereg
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drugi powiazany jest z funkcja dzeta Riemanna:
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W niniejszym artykule zaprezentujemy mniej znane szeregi zwiazane z liczba ,
ktére maja pewna istotna przewage nad tymi przedstawionymi powyzej. Szeregi
te wyprowadzone zostana przy uzyciu aparatury rachunku rézniczkowego

i catkowego. Czytelnik mniej biegly w tego typu zagadnieniach moze swobodnie
skupi¢ sie¢ na postaci szeregéw oraz ich skutecznosci w przyblizaniu liczby 7.

Szeroka game interesujacych tozsamosci mozna uzyskac¢ wykorzystujac wlasnosci
funkcji gamma oraz beta Eulera. Przypomnijmy, funkcja gamma okre$lona na
przedziale (0, +00) dana jest wzorem
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natomiast funkcja beta okreslona na zbiorze (0, +00) x (0, +00) dana jest wzorem
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Obie te funkcje wiaze znany wzér
B(z,y) =
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Przypomnijmy ponadto, ze I'(n + 1) = n!, gdy n € N. Wymienione wyzej
wlasnosci wykorzystamy do uzyskania kilku niebanalnych szeregéw
nieskonczonych wiazacych liczbe 7. Pierwsza cze$¢ tych wzordéw jest
konsekwencja tozsamosci Lehmera.

Twierdzenie (Lehmer). Jezeli |z| < 1, to
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Dowadd. Zauwazmy na wstepie, ze
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Sume z tezy mozemy wiec zapisa¢ w postaci:
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gdzie ostatnia réwnosé to efekt przejscia z sumowaniem pod znak calki oraz
obliczenia sumy szeregu geometrycznego. Dokonujac nastepnie zamiany
zmiennych s = x(2t — 1) otrzymujemy calke
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Zauwazmy, ze pierwszy skladnik to calka z ograniczonej funkcji nieparzystej po
przedziale symetrycznym wzgledem zera, zatem jest zerem. Drugi sktadnik tatwo
wyznaczymy sprowadzajac catke do arcusa tangensa. Po stosownych obliczeniach
dostajemy ostatecznie
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Tozsamosé (L) jest jedna z wielu wiazacych nieskonczone sumy odwrotnosci
symboli Newtona. Z nimi wlasnie zwiazane sa trzy ponizsze réwnosci:
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Pierwsza z nich dostajemy podstawiajac do wzoru (L) warto$¢ x = %
Rézmiczkujgc teraz wzér Lehmera i biorac o = § dostajemy (2). Rownosé (3)
natomiast to efekt scalkowania tozsamosci i podstawienia z = % Zachecamy
Czytelnika do wykonania odpowiednich rachunkéw. OczywiScie na tym nie
koniec; mozemy rézniczkowad badz tez calkowaé tozsamosé (L) dowolnie wiele

razy otrzymujac coraz to ciekawsze wzory.

Zastosujemy teraz nieco odmienna (zblizona) technike, dzieki ktérej
z powodzeniem mozna tworzy¢ kolejne reprezentacje liczby m w postaci szeregéw.
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Jeszcze inne sposoby obliczania 7 mozna
znalez¢ w artykutach Marcina Kuczmy

w Delcie 6 1 7 z 1980 roku oraz

w Matematyce-Spoleczenstwie-Nauczaniu

Wymienimy trzy z nich:
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Idee zaprezentujemy na przykladzie tozsamosci (6). Przez analogie do
rozumowania uzytego w dowodzie tozsamosci (L) otrzymujemy nastepujacy ciag
rownosci:
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Uwazny Czytelnik latwo zastosuje przedstawiong wyzej technike do dowodu
dwoch pozostalych tozsamosci. By¢ moze uda si¢ wyprowadzié¢ inne, nieujete
wyzej, wzory?

Przewaga wymienionych wyzej szesciu wzoréw jest ich lepsze zastosowanie

w wyznaczeniu przyblizenia wartosci liczby 7. O ile wzér Leibniza jest piekny

i bardzo prosty, o tyle jest niepraktyczny — trzeba dodaé kilkaset poczatkowych
wyrazow, by uzyskaé przyblizenie liczby 7 do trzeciej cyfry po przecinku. Z kolei
wzor (6) jest szeregiem o wyrazach rzedu n?, wystarczy wiec dodaé kilka
poczatkowych wyrazéw, by uzyskaé przyblizenie prawej strony z dokladnoscia
do trzech miejsc po przecinku. Przewaga szeregdéw (1)—(6) w szybkosci
wyznaczania przyblizenia liczby 7 staje si¢ tym bardziej widoczna, im wiecej cyfr
rozwiniecia dziesigtnego chcemy wyznaczyc¢.
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